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SYLLABUS

Mathematics for Economists

Objectives
•	 To aware of students the mathematical aspects of Economics.
•	 To introduce the concept of interrelation and inter dependency of mathematical Economics.
•	 To increase understanding of the application of the mathematical properties of Economics.
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vuqØef.kdk ����������

mís'; ��������	�
�

izLrkouk ������������

��� jkf'k;k¡ ���������
�

��� lEc¼ jkf'k;k¡ �����������������
�

��� iQyu �������
�

��� iQyu dh ifjHkk"kk �������������������
�

��� iQyu dh O;k[;k � !"����������������
�

��# iQyfud laosQru ����������$������
�

��% iQyu dk eku �&��������������
�

��' ekufp=k.k }kjk iQyu dh ifjHkk"kk �������������������
��(�)�""�*�

��+ iQyu dk Mksesu ;k izHkko {ks=k�vkSj ijkl ;k jsat ���,��������*�����������
�

���- iQyu osQ izdkj �.��
����������
�

���� iQyuksa osQ leqPp; esa lafØ;k,¡ ��"������
����/��0������������
�

���� iQyu dk ys[kkfp=k �1��"/����������
�

���� vFkZ'kkL=k esa jSf[kd iQyuksa dk mi;ksx �2
�����3�����������
��� ���,��
�

���� lkjka'k �0�,,��(�

���� 'kCndks'k �.�(4���
�

���# vH;kl&iz'u ���	��4����
���
�

���% lanHkZ iqLrosaQ �����/��������*
�

mís'; ��������	�
�

bl bdkbZ osQ vè;;u osQ i'pkr~ fo|kFkhZ ;ksX; gksaxsµ

• iQyu ,oa lac¼ jkf'k;ksa dks tkuus esaA

• iQyu dk eku fudkyus gsrqA
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vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

• ekufp=k.k }kjk iQyu dh ifjHkk"kk dks tkuus esaA

• iQyu dk izHkko {ks=k ,oa ijkl fudkyus gsrqA

• vFkZ'kkL=k esa jSf[kd iQyuksa osQ mi;ksx dks le>us gsrqA

izLrkouk ������������

vusd iz'uksa esa gesa ,slh nks jkf'k;ksa ij fopkj djuk gksrk gS fd tc ,d jkf'k LorU=k :i ls ?kVrh&c<+rh gS

rks ml ij fuHkZj jgus okyh nwljh jkf'k fdl izdkj ?kVrh&c<+rh gSA mnkgj.kkFkZ] ,d o`Ùk dk {ks=kiQy mldh

f=kT;k ij fuHkZj djrk gS D;ksafd ;fn f=kT;k ?kVk nh tk; ;k c<+k nh tk; rks o`Ùk dk {ks=kiQy Hkh mlh osQ vuqlkj

?kV tk;sxk ;k c<+ tk;sxkA ;gk¡ ij o`Ùk dh f=kT;k ,d jkf'k ,oa o`Ùk dk {ks=kiQy nwljh jkf'k gS tks ,d&nwljs

ls lEcfU/r gSaA blh izdkj xksys dk vk;ru mldh f=kT;k ij] oxZ dk {ks=kiQy ,oa ?ku dk vk;ru mldh ,d

Hkqtk dh yEckbZ ij fuHkZj djrk gSA vpj osx ls tkrh gqbZ jsy }kjk r; dh gqbZ nwjh le; ij fuHkZj djrh gSA

fxjrs d.k dk osx mlosQ }kjk r; dh gqbZ nwjh ij fuHkZj djrk gSA fdlh LFkku dk ok;qe.Myh; nkc

�5�,�
"/�����6��

�����ml LFkku dh leqnz rV ls Å¡pkbZ ij fuHkZj djrk gS bR;kfnA

,d jkf'k osQ eku esa ifjorZu gksus ij ml ij fuHkZj nwljh jkf'k osQ eku esa ifjorZu fdl nj ls gksrk

gS ,oa bl ifjorZu dh nj ls lEcfU/r vusd iz'uksa ,oa fØ;kvksa dk fo'ys"k.k ,oa vè;;u vody

xf.kr �������������7������
��dgykrk gSA

1-1 jkf'k;k¡ ���������
�

jkf'k;k¡ nks izdkj dh gksrh gSaµ

1- pj �&�������
� 2- vpj �7�
���
�

1- pj jkf'k;k¡ �&�������
�µifjorZu'khy jkf'k;ksa dks pj �&�������
� dgrs gSaA os jkf'k;k¡ ftudk eku

cnyrk jgrk gS vFkkZr~ ftu jkf'k;ksa osQ vxf.kr la[;kRed eku ��,�������	����
� fn;s tk ldrs gSa] pj

�&�������
� dgrs gSaA ;s jkf'k;k¡ lk/kj.kr% vaxzsth o.kZekyk osQ vafre v{kjksa ���������������� vkfn osQ }kjk

fu:fir dh tkrh gSaA

2- vpj jkf'k;k¡ �7�
���
�µos jkf'k;k¡ ftudk eku xf.kr dh izR;sd lafØ;k esa vifjofrZr jgrk gS]

vpj dgykrh gSaA vpj jkf'k;k¡ �7�
������������
� nks izdkj dh gksrh gSaµ

��� fujis{k ;k iw.kZ vpj �5�
������7�
���
�

���� LosPN vpj �5�������(�7�
���
�

ftu jkf'k;ksa dk eku izR;sd iz'u esa fLFkj jgrk gS] fujis{k ;k iw.kZ vpj dgykrh gS_

tSls%�8�9�8�9��9���9� 5 9�π9�
2
5
9�	�vkfnA

ftu jkf'k;ksa dk eku fdlh fn, gq, iz'u esa rks fLFkj jgrk gS fdUrq fHkUu&fHkUu iz'uksa esa fHkUu&fHkUu gks tkrk
gS] LosPN vpj dgykrh gSaA ;s jkf'k;k¡ o.kZekyk osQ izkjEHk osQ v{kjksa 
���9��9��vkfn osQ }kjk fu:fir dh tkrh
gSaA
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1-2 lEc¼ jkf'k;k¡ �����������������
�

ge tkurs gSa fd o`Ùk dk {ks=kiQy mldh f=kT;k ij fuHkZj djrk gSA nwljs 'kCnksa esa] fHkUu&fHkUu f=kT;kvksa okys
o`Ùkksa dk {ks=kiQy fHkUu&fHkUu gksrk gSA blh izdkj fdlh /u la[;k osQ ?kVus ;k c<+us ij mldk oxZ Hkh ?kV ;k
c<+ tkrk gSA ;gk¡ o`Ùk dh f=kT;k vkSj mldk {ks=kiQy ;k la[;k rFkk mldk oxZ lEc¼ jkf'k;k¡ gSaA

uksV~l ,slh nks jkf'k;k¡ ftuesa ,d osQ cnyus ij nwljh Hkh cny tkrh gS] os lEc¼ jkf'k;k¡ dgykrh gSaA

;|fi ;g nksuksa lEc¼ jkf'k;k¡ pj gSa ijUrq buesa ls ,d gh dk eku LosPNk ls cnyk tk ldrk gS] nwljh jkf'k

dk eku LosPNk ls ugha oju~ fdlh fu;e osQ vuqlkj cnysxkA mnkgj.k osQ fy, o`Ùk dh f=kT;k � ;fn ge LosPNk

ls �9��9��9��9����  yas rks mldk {ks=kiQy �9�fu;e ����π�� osQ Øe'k% π9��π9�+π9��#π9�����gksxkA
pj jkf'k;k¡ nks izdkj dh gksrh gSaµ

��� LorU=k pj ����"�����&�������
�

���� ijrU=k pj ���"�����&�������
�

;fn nks pj jkf'k;k¡ � vkSj � ijLij bl izdkj lEc¼ gksa fd ,d pj jkf'k � dks LosPNkiwoZd dksbZ Hkh eku

nsus ij nwljh pj jkf'k � dk eku ml ij vkfJr gks rks � dks LorU=k pj ����"�����&��������� rFkk

� dks ijrU=k pj ���"�����&���������dgrs gSaA

mnkgj.kkFkZµeku yks ��:����;���

vc pj ��dks LosPNkiwoZd fHkUu&fHkUu eku Øe'k% -9��9��9�����nsus ij gesa � osQ fHkUu&fHkUu eku Øe'k%

�9�%9�+9�����izkIr gksrs gSa] tks Li"Vr% ��ij vkfJr gSaA

vr% ;gk¡ � LorU=k pj vkSj � ijrU=k pj gSA

1-3 iQyu �������
�

iQyu dk fl¼kUr nks ijLij lEc¼ pj jkf'k;ksa �����������������
� ij vk/kfjr gSA

eku yks f=kT;k � osQ fdlh o`Ùk dk {ks=kiQy � gS] rc
��� π��

;gk¡ jkf'k � LorU=k pj ����"�����&�������� rFkk jkf'k � ijrU=k pj����"�����&��������
gS] pw¡fd o`Ùk dk {ks=kiQy � mldh f=kT;k � ij vkfJr gSA
bl n'kk esa ge dgrs gSa fd pj �] nwljs pj � dk ,d iQyu gS ftls xf.kr dh Hkk"kk esa bl izdkj fy[kdj
O;Dr djrs gSaµ

��: �����
vFkkZr~ <� iQyu gS] pj � dk=

1-4 iQyu dh ifjHkk"kk �������������������
�

;gk¡ nks pj jkf'k;k¡ � (LorU=k pj) rFkk � (ijrU=k pj) fdlh fu;e >��? osQ }kjk bl izdkj lEc¼ ���������
gksa fd � osQ izR;sd eku osQ fy, � dk ,d fuf'pr ,oa vf}rh; ���@��� eku izkIr gks rks � dks � dk
���iQyu dgrs gSa ftls ��:������ fy[kdj iznf'kZr djrs gSaA

� osQ iQyuksa dks �����9�����9�φ���9���� bR;kfn izrhdksa ls iznf'kZr fd;k tkrk gSA
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1-5 iQyu dh O;k[;k ��������������������
�

;fn �9 pj � dk ,d iQyu gS vFkkZr~ ��:�������

rc � dks LorU=k pj ����"�����&�������� rFkk � dks ijrU=k pj ���"�����&�������� dgrs
gSaA

;fn ��:����;�% rks � osQ izR;sd eku osQ fy, � dk ,d fuf'pr eku vo'; gSA vr% � dks � dk iQyu
dgrs gSaA

1-6 iQyfud laosQru �����������������
�

bl rF; dks izdV djus osQ fy, ,d pj&jkf'k �9�fdlh vU; pj&jkf'k � dk iQyu gS] cgqr ls laosQr iz;ksx
esa yk;s tkrs gSaA lcls vf/d iz;ksx esa vkus okyk laosQr gS%

��� �����

ftls bl izdkj i<+k tkrk gS fd ¶� cjkcj gS � osQ iQyu osQ¸A

vU; laosQr gSa% ��:�����9���:�φ���9���:�ψ���9����9�bR;kfnA

D;k vki tkurs gSa ;fn ,d pj jkf'k � osQ fdlh eku osQ fy, nwljh pj jkf'k � dk ,d ls vf/d eku
gks rks �9�� dk iQyu ugha dgykrk cfYd � dks � dk lEcU/ ��������� dgk tkrk
gSA mnkgj.kkFkZ ����:��� ;gk¡ ij � osQ izR;sd eku osQ fy, � osQ nks eku izkIr gksrs gSaA
,sls lEcU/ksa dks dHkh&dHkh fofo/ ekuh iQyu �)����A	������������� Hkh
dgrs gSaA

1-7 iQyu dk eku ����������������
�

ekuk pj � dk dkssbZ iQyu ��:������ gSA

����� esa ��:�
 j[kus ij ���
� izkIr gksrk gS ftls ��:�
 osQ fy, iQyu dk eku dgrs gSaA

�	
	� ij ����� dk eku 
	�	���

tks �	��� esa � osQ LFkku ij � j[kus ij izkIr gksrk gS

mnkgj.kkFkZµeku yks �������: ����8����;��

rc ������: ������8������;��9 ¹� osQ LFkku ij 2 j[kus ijº

: '�8�#�;���:�%�

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

1- fjDr LFkkuksa dh iwfrZ djsa ���������/�����B
�8

��� ifjorZu'khy jkf'k;ksa dks --------- dgrs gSaA

���� os jkf'k;k¡ ftudk eku xf.kr dh izR;sd lafØ;k esa vifjofrZr jgrk] --------- dgykrh gSA
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����� ,slh nks jkf'k;k¡ ftuesa ,d osQ cnyus ij nwljh Hkh cny tkrh gS] os --------- jkf'k;k¡ dgykrh gSaA

���� o`Ùk dk {ks=kiQy mldh --------- ij fuHkZj djrk gSA

��� ftu jkf'k;ksa dk eku izR;sd iz'u esa fLFkj gS] --------- dgykrh gSA

1-8 ekufp=k.k }kjk iQyu dh ifjHkk"kk ��������������������
���� ����!�

;fn vfjDr leqPp; �$�A�,"�(�
����� osQ izR;sd vo;o � dk laxq.ku �7����
"������ vfjDr
leqPp; � osQ ,d fuf'pr ,oa vf}rh; ���@��� vo;o � ls fdlh fu;e � }kjk gksrk gS rks � dks leqPp;]
� dks leqPp; � esa ekufp=k.k �)�""�*� dgk tkrk gS vkSj bls ��C���→�� ls iznf'kZr djrs gSaA blh
ekufp=k.k � dks iQyu dgrs gSaA ekufp=k.k nks leqPp;ksa � vkSj � dks vo;oksa osQ chp laxq.ku osQ T;kferh;
igyw dks iznf'kZr djrk gS vkSj iQyu bldk fo'ys"k.kkRed igyw iznf'kZr djrk gSA

nwljs 'kCnksa esa]

;fn � rFkk 	 nks vfjDr leqPp; gksa vkSj fdlh fu;e �

}kjk � dk izR;sd vo;o 	 osQ osQoy ,d vf}rh; �������

vo;o ls laxqf.kr ������������ gks tk; rks f}pj lEcU/

�������	����������	
�	� dk 	 esa iQyu dgykrk gSA

vr% ��:�D��9����C���∈ �9���∈��E dks � dk � esa iQyu dgrs gSaA

mnkgj.kkFkZµ;fn ��:�D�9��9��E9���:��D�9��9��E rks fu;e ��:���;�� }kjk � osQ vo;o �9��9� Øe'k% �
osQ vo;o �9��9�� ls laxqf.kr gksaxsA vr% f}pj lEcU/ ��:�D��9���9���9���9���9���E dks � dk � esa iQyu
dgsaxs vkSj bls

��C���→ � ;k �� →f ��

Hkh fy[krs gSaA bl izdkj iQyu � ,dd fu;e gS ftlosQ vuqlkj � dk izR;sd vo;o � osQ ,d vf}rh;
vo;o ls laxqf.kr gksrk gSA

1-9 iQyu dk Mksesu ;k izHkko {ks=k vkSj ijkl ;k jsat ���"��������!����
������
�

;fn iQyu ��C���→�� ls ifjHkkf"kr gS rks leqPp; � bl izfrfp=k.k ;k iQyu � dk Mksesu ;k izHkko {ks=k
���,��� dgykrk gS vkSj leqPp; � bldk ijkl vFkok jsat ���*�� lg&izHkko {ks=k �7���,���
dgykrk gSA

iQyu � dk izHkko {ks=k ��������	
	� osQ mu lHkh okLrfod ekuksa dk leqPp; ftuosQ fy, iQyu
ifjHkkf"kr gSA

iQyu � dk ijkl �������	
 izHkko {ks=k �������� dh lHkh jkf'k;ksa � osQ laxr] � osQ ekuksa dk
leqPp;A
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mnkgj.kkFkZµ���:����;�� esa �9� dk iQyu gSA ;fn � ,d ls cM+s vkSj ik¡p ls NksVs /u iw.kk±d eku xzg.k
djs rks iQyu dk Mksesu ;k izHkko {ks=k leqPp; D�9��9��E gqvk vkSj rc iQyu dk ijkl leqPp; D�9�%9�+E
gqvkA blh izdkj f}pj lEcU/ ��:�D��9�'�9��#9�+�9��%9��-�E dk izHkko {ks=k leqPp; D�9�#9�%E vkSj ijkl
leqPp; D'9�+9��-E gqvkA

f
2

3

4

5

7

9
fu;e

ijkl
(Range)

Mksesu ;k izHkko {ks=k
(Domain)

;fn iQyu � osQ izHkko {ks=k dk ,d rRo �9 ijkl osQ fdlh rRo ��ls laxqf.kr gS rks ijkl osQ bl rRo � dks]
tks � ls laxqf.kr gS] ����� ls izdV djrs gSa] tgk¡ �����9�� osQ fy, iQyu � osQ eku dks fu:fir djrk gSA

��C���→ ��dks ��C���→������

osQ :i esa fy[kk tk ldrk gSA

1-10 iQyu osQ izdkj �#��
����������
�

1- ,dpjh; iQyu �������
����0�*���&��������µ;fn pj jkf'k � osQoy ,d pj jkf'k � ij
vkfJr gS] rc ��:�������,dpjh; iQyu dgykrk gSA blh izdkj] ��:����θ�9���:������9���:������
bR;kfn ,dpjh; iQyu gSaA

2- cgqpjh; iQyu �������
�����)�(�&��������µ;fn pj jkf'k �9 nks pj jkf'k;ksa � vkSj �
ij vkfJr gS] rc ��:�����9��� cgqpjh; iQyu dgykrk gSA

3- Li"V iQyu � !"�������������µiQyu ��:������ ,d Li"V iQyu dgykrk gS ;fn � dks � osQ
LorU=k inksa osQ :i esa fy[kuk lEHko gksA

tSls% ��: ���;����8��9 ��:���
��9���:�
+ 21
x
x

 bR;kfnA

4- vLi"V iQyu ��,"�������������µiQyu ��:������ ,d vLi"V iQyu dgykrk gS ;fn � dks
� osQ LorU=k inksa osQ :i esa fy[kuk lEHko u gksA

mnkgj.kkFkZµ

��: ��
�����;���9�vFkkZr~�����9����:�-9����;����8����:�-�bR;kfnA

5- le iQyu � 	���������µeku yks ��:������ pj � dk dksbZ iQyu gSA

;fn �������:������

vFkkZr~ ;fn �	��� esa � osQ LFkku ij �� j[kus ij iQyu dk fpÉ u cnys rks og le iQyu
dgykrk gSA

mnkgj.kkFkZµ

������: ��
���:���
������:��������
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����������	�

�����������
��� �

bdkbZ��� iQyu

6- fo"ke iQyu ������������µeku yks ��:������ pj � dk dksbZ iQyu gSA

mnkgj.kkFkZµ ������� ���:�8�������:�8���8���

;fn ������	
	��	��� vFkkZr~ ;fn �	��� esa � osQ LFkku ij �� j[kus ij iQyu dk fpÉ cny tk;s rks
og fo"ke iQyu dgykrk gSA

7- chth; iQyu �5�*��������������µpj jkf'k � dh fofHkUu la[;kRed ?kkrkssa okyk ,slk iQyu
ftlesa inksa dh la[;k fuf'pr gks] chth; iQyu dgykrk gSA

mnkgj.kkFkZµ

������: ���;�����;����

������: �����;������

������: ���;�
�����

chth; iQyu gSaA

8- ifjes; iQyu ����������������µ,d fHkUu osQ :i esa O;Dr fd;k x;k ,slk iQyu ftlosQ
va'k vkSj gj nksuksa gh iw.kk±d ?kkrksa okys chth; O;atd gksa] ifjes; iQyu dgykrk gSA

�������
+ +

+ + +

3

3 2

2 7

5 5

x x

x x x

9- vchth; iQyu �F��
���������������

vchth; iQyu fuEu izdkj osQ gksrs gSaµ

��� f=kdks.kferh; iQyu �F��*��,��������������
�µtSls% 
���9���
��9�
����9

�����;�
����� bR;kfnA

���� izfrykse òÙkh; iQyu ��	��
��7��������������
�µtSls% 
�����9���
����9�������9


����
��

� bR;kfnA

����� y?kqx.kdh; iQyu �3�*����/,���������
�µtSls% ��*��9���*��9���*����
��;����;���

bR;kfnA

���� pj?kkrh; iQyu � !"�������������
�µtSls% 	�
��


�9����	�9��
����
��� bR;kfnA

10- ifjHkkf"kr iQyu ���������������µ��:�
 ij iQyu ����� ifjHkkf"kr dgykrk gS ;fn �����
esa ��:�
 j[kus ij iQyu dk eku ���
� ,d fuf'pr ,oa ifjfer ������� jkf'k osQ cjkcj gks tks
iw.kZr;k vFkZiw.kZ vFkkZr~ okLrfod gksA

11- vifjHkkf"kr iQyu �2��������������µ��:�
 ij iQyu ����� vifjHkkf"kr dgykrk gS ;fn
���
� dk eku vfuf'pr ,oa vFkZghu gS] tSlsµ

∞
∞

0
,

0 9 ∞�G�∞9�∞�8�∞9�-�G�∞9�-�9�∞�9��∞.

mnkgj.kkFkZµ

������:�
sin x

x
H�tc���:�-9�  

  
0
0

�
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� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

�������:�
+ +

−

2

2

3 4

2

x x

x
H�tc���:�∞�

∞ 
 ∞ 

�

��������:� −
1

1 xx H�tc���:��9���∞�

�������: −1 1
sinx x

H tc ��:�-9��∞�8�∞� bR;kfnA

12- vpj iQyu �7�
�����������µ��:��������:��9 tgk¡ � ,d vpj jkf'k gS] ,d vpj iQyu
dks iznf'kZr djrk gSA vpj iQyu esa � osQ izR;sd eku osQ fy, � ;k ����� dk eku lnSo fLFkj jgrk
gSA

13- vkorhZ iQyu �6���������������µiQyu ��:������ vkorhZ iQyu dgykrk gSA ;fn � osQ izR;sd
eku osQ fy,

�����;����: �����9

tgk¡ � dksbZ okLrfod la[;k gS tks 0 osQ cjkcj ugha gS] vFkkZr~ � dks ikyu dk vkorZdky �6������
dgrs gSaA

14- iQyu dk iQyu ������������/���������µekuk ����� rFkk ���� pj � osQ dksbZ nks iQyu
gSa] rc ��<�����= iQyu dk iQyu dgykrk gS tks ����� esa � osQ LFkku ij ���� j[kus ij izkIr gksrk
gSA

blh izdkj] �<�����= Hkh iQyu dk iQyu gS tks ���� esaa � osQ LFkku ij ����� j[kus ij izkIr gksrk gSA

1-11 iQyukssa osQ leqPp; esa lafØ;k,¡ ���������
����$��%������������
�

eku yks fd � mu lHkh okLrfod iQyuksa dk leqPp; gS ftudk Mksesu � gSA rc ;fn � vkSj � leqPp; �

osQ dksbZ nks iQyu gksa rks ��;��9���8��9���9�
f
g
 osQ vFkZ fuEufyf[kr gksaxs%

��� ���;��������:�������;�����9 ∀���∈��

���� ���8��������:�������8�����9�∀���∈��

����� ���������:�������������9�∀���∈��

<Li"V gS fd iQyuksa �	�	��	�	�	��	�� dk Mksesu Hkh  gS=

����
  = 
 

( )
( )

( )
f f x

x
g g x

∀���∈���I��

tgk¡ � lehdj.k �����:�- dk gy �
������� leqPp; gSA nwljs 'kCnksa esa � ,slk leqPp; gS fd

��∈ ��⇒������:�-

vFkkZr~ ��: D��C������:�-E

Li"V gS fd �J� dk Mksesu ����� gS vFkkZr~ � esa ls mu vo;oksa � dks fudky fn;k gS ftlosQ fy, ����
:�-�
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����������	�

�����������
��� �

bdkbZ��� iQyu

mnkgj.kkFkZµeku yks ������:�
1
x
 vkSj φ����:���9�� osQ nks iQyu gSa rc ����� vkSj φ��� osQ chth; ;ksx dks

������;�φ����;k ���;�φ����� ls lwfpr djsaxs rFkk ���;�φ������:� + 21
x

x  gksxkA

iqu% iQyuksa osQ xq.kk dks �������φ��� ls lwfpr djssaxs rFkk ��������φ����:� 21 . x
x

�:�� gksxkA

��Dφ���E9�� osQ ,d iQyu osQ iQyu dks lwfpr djrk gS tgk¡ ���φ��� dk iQyu vkSj fiQj φ����9�� dk iQyu
gSA

gy lfgr mnkgj.k

mnkgj.k 1- D;k fuEufyf[kr iQyu gSa\

��� ��:� x 9 ���� ��:����;����

����� ��:�D��9���9���9�#�9���9����E�

gy % ��� ;fn x 	dk osQoy ,d eku /u ;k Í.k fy;k tk, rks ��:� x �iQyu gksxkA ;fn nksuksa eku ,d
lkFk fy;s tk;ssa rks iQyu ugha gksxkA

���� � osQ izR;sd eku osQ fy, ���;����dk ,d fuf'pr vkSj vf}rh; eku izkIr gksrk gSA vr% ;g ,d
iQyu gSA

����� � iQyu ugha gS D;ksafd leqPp; � osQ vo;o � dk laxq.ku leqPp; � osQ vo;o � vkSj ��
ls gks jgk gS tcfd � osQ izR;sd vo;o dk laxq.ku � osQ ,d fuf'pr vkSj vf}rh; vo;o ls gksuk pkfg,A

mnkgj.k 2-	��	�	���
−3

1
1x
 ls ifjHkkf"kr iQyuksa dk Mksesu Kkr djks] tgk¡ ��okLrfod la[;k gSA

gy % ����������:����8�� esa � osQ izR;sd okLrfod eku osQ fy, ����� dk ,d fuf'pr okLrfod eku gS] vr%
bldk Mksesu leqPp; � gh gSA

���� ������:�
−3

1

1x
 esa ��:�� osQ fy, ����� dk eku vfuf'pr gS fdUrq ;fn � osQ eku 'ks"k okLrfod

la[;k,¡ gksa rks ���� dk Hkh eku okLrfod gSA vr% bldk Mksesu ��I�D�E gSA

mnkgj.k 3- ;fn ��okLrfod la[;k gS rks iQyu	�����	
	
−
−

2 4
2

x
x

 dk izkUr (Mksesu) fuf'pr dhft,A

gy % tc ��:�� rks ����� dk eku 
0
0
 osQ :i esa izkIr gksrk gS tks ,d vfuf'pr eku gSA blosQ vfrfjDr

� osQ izR;sd okLrfod eku osQ fy, ����� dk ,d fuf'pr okLrfod eku izkIr gksrk gSA blfy, iQyu dk Mksesu
� osQ vfrfjDr lHkh okLrfod la[;kvksa dk leqPp; gSA laosQr :i esa

������: ��I�D�E�
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�����������
���
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mnkgj.k 4- ;fn	���	
	rks iQyu	�����	
	
−2

1
9x
	dk izkUr (Mkseu) Kkr dhft,A

gy % =
− +−2

1 1
( 3) ( 3)9 x xx

 vr% ��:�� vkSj ��:�8� ij O;atd dk gj 'kwU; esa izkIr gksrk gS] vr%

����� rFkk ���8�� dk eku vfuf'pr gks tkrk gSA bu nks ekuksa osQ vfrfjDr � osQ izR;sd okLrfod eku osQ fy,
����� dk ,d fuf'pr eku izkIr gksrk gS] blfy, � dk Mksesu ;k izkar 3 vkSj 8� osQ vfrfjDr lEiw.kZ okLrfod
la[;kvksa dk leqPp; gSA

laosQr esa] ������: ��I�D�9�8��E�

mnkgj.k 5- ;fn �	���	
	���	�	��	�	� rks �	�� � dk eku Kkr dhft,A

gy %

� ������: ����;��'��;�%

∴ ��: �8�+�j[kus ij
���8+��: ��8+���;�'�8+��;�%

: �-��8�%��;�%�:���-� mÙkj

mnkgj.k 6- ;fn �����	
	!���	���	rks fl¼ dhft, fd

������	
 	�	���	�	�����"

gy %

� ������: ��*��

rc ������: ��*�� ������

rFkk ������: ��*�� ������

�������: ���*������

: ��*��� �!"�����:�������;������

lehdj.k ��� rFkk ��� ls]

�������: ������;�������

mnkgj.k 7- ;fn �����	
	��	�	� gks rks ���������	�	�� dk eku Kkr dhft,A

gy %

;gk¡ ij ������: ���8��

∴ ����;����: ���;�����8����;���

: ���;����;���8���8���:����;��

∴ �����;����8����: ���;���8����:��

vr% �����;����8����: �� mÙkj

mnkgj.k 8- ;fn	�	���	
	 2

1
(1 + tan )x

	rks	�	
 
  4
�

	dk eku Kkr dhft,A
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����������	�

�����������
��� ��

bdkbZ��� iQyu

gy %

� ������:
+ 2

1

(1 tan )x

∴ �
π 

  4
f �:

2

1 1 1
1 1 21 tan

4

= =
π + +   

� mÙkj

VkLd ;fn �����:�����;�'��;�% gks] rks ��8�-� dk eku fudkysaA (mÙkj % 427)

mnkgj.k 9- ;fn	�	���	
	
−1 2 tan

1 + 2 tan
] rks	

 
  4

f
�

 dk eku Kkr dhft,A

gy %

� ���θ��:
1 2 tan
1 2 tan

− θ
+ θ

∴
4

f
π 

  
�:

1 2 tan
4

1 2 tan
4

π−

π+
�:�

1 2(1)
1 2(1)

−
+

:
1 2 1
1 2 3

− = −
+

� mÙkj

mnkgj.k 10- ;fn �����	
	!��	
−

1
1

+ x
x
] rks fl¼ dhft;s fd 

 
   

2

2
1

x
f

+ x

	#	�	���"

gy % � ������:
1

log
1

x
x

+
−

;gk¡ � osQ LFkku ij� 2

2

1

x

x+
�j[kus ij]

 
  + 

2

2

1

x
f

x
�:

2

2

2
1

1
log

21
1

x
x
x
x

 + + 
 − + 

�:�
2

2

1 2
log

1 2

x x

x x

 + +
 

+ −  

:
2

1
log

1
x
x

  +  −   
�:�

1
2log

1
x
x

 +
 − 

: ������� mÙkj
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�� ����������	�

�����������
���
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mnkgj.k 11- ;fn ����	
	���	��	rks fl¼ dhft, fd �����	
	�	����"

gy %
� φ����: ������
∴ φ�8���:������8���: 8������:�8φ���� mÙkj

mnkgj.k 12- ;fn	�	���	
�
− 1
x

x
 rks	

/
( / )

f(a b)
f b a

	dk eku Kkr dhft,A

gy % ���
J���:
( / ) ( / )

( / ) 1 ( )/
a b a b a

a b a b b a b
= =

− − −

vkSj ����J
��:
( / ) ( / )

( / ) 1 ( )/
b a b a b

b a b a a b a
= =

− − −

∴
( / )
( / )

f a b
f b a

�: .a b a a
a b b b

− = −
−

mÙkj

mnkgj.k 13- ;fn �	���	
	��	�	 3
1
x

]�rks	
 
  

1
f

x
 dk eku fudkfy,A

gy %

� ������: ���8� 3

1

x

� osQ LFkku ij 
1
x
 j[kus ij]

1
f

x
 
  

�:
3

3
3 3

1 1 1

1
x

x x

x

  − = −    
  

� mÙkj

mnkgj.k 14- ;fn	�����	
	 2 + 1
x

x
 rks 

    −        

a b
f f

b a
	dk eku Kkr dhft,A

gy % � ������: 2 1

x

x +

∴
a b

f f
b a

    −        
�:

2 2

2 2
1

1

a b
b a

a b
b a

−
+

+

: 2 2 2 2
0

ab ab

a b a b
− =

+ +
mÙkj

mnkgj.k 15- ;fn		�	���	
	��	�	 3
1
x

] rks	�	���	�	�	����	d eku Kkr dhft,A

gy %	�� ������: ����8� 3

1

x
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����������	�

�����������
��� ��

bdkbZ��� iQyu

∴ �������: �8����8� 3

1

( )x−
�:�8���;�

3

1

x

∴ ������;��������: 3 3
3 3

1 1
x x

x x
− − + �:�-� mÙkj

mnkgj.k 16- ;fn	�	���	
	!����	
−

2

1
+ 1
x

x
�	rks fl¼ dhft, fd	�	���	�	�	���	
	�	

 
 
 1

a + b
+ ab

"

gy % � ������: ��*�
� 1
1

x
x

−
+

∴ ��:�
�j[kus ij] ���
��: ���*��
1
1

a
a

−
+

vc���:�� j[kus ij] �����: ��*��
1
1

b
b

−
+

∴ ��
��;������: 1 1 1 1
log log log

1 1 1 1e e e
a b a b
a b a b

 − − − −+ = × + − + − 

:
1

log
1e

a b ab
a b ab

 − − +
 + + + 

�:�
(1 ) ( )

log
(1 ) ( )e

ab a b
ab a b

 + − +
 + + + 

:
1

1
log

11
1

e

a b
a bab

f
a b ab

ab

+ −   ++  =   + +  +
+  

�

mnkgj.k 17- ;fn	�	���	
	
−
+

1
1

x
x

	rks fl¼ dhft;s fd	
− −

−
( ) ( )

1 ( ) ( )
f a f b a b

=
f a . f b a + b

-

gy %	� ������:
1
1

x
x

−
+

∴
−

−
( ) ( )

1 ( ) ( )
f a f b

f a f b �:

   − −−   + +   
   − −− ×   + +   

1 1
1 1

1 1
1

1 1

a b
a b

a b
a b

:

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
( 1) ( 1)
( 1) ( 1)1
( 1) ( 1)

a b b a
a b
a b
a b

− + − − +
+ +
− −−
+ +

:
( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
a b b a
a b a b

− + − − +
+ + − − −
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�� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

:
1 1

( 1) ( 1)
ab a b ba b a

ab a b ab a b
+ − − − − + +

+ + + − − − +

:
2( )
2( )

a b a b
a b a b

− −=
+ +

mnkgj.k 18- ;fn Mksesu (izHkko {ks=k) 
	$�#�	���	%�	��	#& vkSj �	��#�	
	'�	���	���	
	��	���%�	
	%
����	
	��	�	�#�	
	' gks rks � ,d iQyu fu:fir djrk gS] fl¼ dhft;s rFkk ijkl ������� Hkh Kkr
dhft;sA

gy% fn;k gS] Mksesu (izHkko {ks=k)

: D8�9�8�9�-9��9��E

iz'ukuqlkj]

���8���: � ⇒ 8� dk �AizfrfcEc :��

���8���: � ⇒ 8� dk �AizfrfcEc :��

���-��: - ⇒ - dk �AizfrfcEc :�-

������: � ⇒ � dk �AizfrfcEc :��

������: � ⇒ � dk �AizfrfcEc :��

f–2
–1
0

0

1

4

ijkl
(Range)

Mksesu ;k izHkko {ks=k
(Domain)

1
2

vr% ��fuEu vkys[k }kjk O;Dr gksrk gS%

pw¡fd � osQ }kjk izHkko {ks=k dk izR;sd vo;o] leqPp; D-9��9��E osQ fdlh vf}rh; vo;o ls laxqf.kr
��������� gS rFkk leqPp; D-9�9��E osQ dksbZ Hkh nks vFkok vf/d vo;o izHkko {ks=k osQ ,d gh vo;o
ls laxqf.kr ugha gSA

vr% � ,d iQyu dks fu:fir djrk gS tks lw=k �����	
	��	}kjk ifjHkkf"kr gksrk gS ftldk ijkl

	$%�	��	'&- mÙkj

mnkgj.k 19- ;fn �	���	
	�	�	#� vkSj ����	
	
1
2

x  gks] rks	��$����&	�	�$�	���& dk eku Kkr dhft,A

gy % ������: ��;����esa���osQ LFkku ij������j[kus ij

��D����E�: ��;�������:� 1.1 2
2

x +   
�:���;��

blh izdkj ���� : 
1
2

x  esa � osQ LFkku ij ���� j[kus ij
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����������	�

�����������
��� ��

bdkbZ��� iQyu

�D����E�: �
1 1 1. ( ) (1 2 )
2 2 2

f x x x= + = +

∴ ��D����E�8���D����E�: ���;����8�
1 1
2 2

x + =  
� mÙkj

mnkgj.k 20- ;fn iQyu �	(	
	�	
	fuEu izdkj ls ifjHkkf"kr gks

������:
 −
 −
 −

2
3 1 3

2 2 3
2 + 3 < 2

x , x >
x , x
x , x

���

���

���

� �

rks �����9������9����8���vkSj ���8�� dk eku Kkr dhft,A

gy % pw¡fd 2 vUrjky �8�9��� esa gS vr% ;gk¡ ������:����8��
∴ ������: �����8���:��

pw¡fd � vUrjky ��9�∞� esa gS vr% ;gk¡ ������:����8���
∴ ������: ����8���:����

pw¡fd 8� vUrjky �8�9��� esa gS vr% blosQ fy, ������:����8���
∴ ���8���: �8����8���:���8���:�8��

pw¡fd 8� vUrjky �8∞9�8�� esa gS vr% blosQ fy, ������:����;���

∴ ���8���: ���8���;���:�8��� mÙkj

mnkgj.k 21- iQyu − −( 2) (4 )x x  dk izHkko {ks=k Kkr dhft,A

gy % ekuk

�����: ( 2) (4 )x x− −

tc ��K��9�rks ������: ����������	
�

: dkYifud jkf'k

tc ��L��9�rks ������: ����������	
� �:�dkYifud jkf'k

vr% ��≤���≤�� osQ fy, gh������ okLrfod gSA

∴ ( 2) (4 )x x− − �dk izHkko {ks=k :���≤���≤��� mÙkj

mnkgj.k 22- ;fn �	(	�	���	�	) vkSj izHkko {ks=k 
	$�	(	�	#�������#�	� iw.kk±d gS& rks iQyu � rFkk
mldk ijkl Kkr dhft,A

gy %

��dk izHkko {ks=k�: D��C�8���≤���≤��9���iw.kk±dE
: D8�9�8�9�-9��9��E

�� osQ izHkko {ks=k dk izR;sd vo;o � iQyu }kjk ��;�� ls laxqf.kr gksrk gS vr%

vo;o 8��iQyu � }kjk 8��;���:�� ls laxqf.kr gSA

vo;o 8��iQyu � }kjk 8��;���:�� ls laxqf.kr gSA

vo;o -�iQyu � }kjk -�;���:�� ls laxqf.kr gSA

vo;o ��iQyu � }kjk ��;���:�� ls laxqf.kr gSA
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�� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

vo;o ��iQyu � }kjk ��;���:�� ls laxqf.kr gSA

vr% iQyu dk ijkl :�D�9��9��9��9��E

vkSj iQyu ��:�D���9��9��8�9���9��-9���9���9���9���9���E�

iz'ukoyh 1-1

1- ;fn ������:����8� 2

1

x
 rks fl¼ dhft, fd ������;��� 1

0
x

  =  
-

2- ;fn ���#��:�
1

n
n+
 rks ���#��;���

1
n

 
  

 dk eku Kkr dhft,A <mÙkj(��=

3- ;fn ������:���*�� rks ����� dk eku Kkr dhft,A <mÙkj(�-=

4- iQyu ������:� 21

x

x+
dk Mksesu ���,��� rFkk ifjlj ���*�� Kkr dhft,A D;k iQyu ,oSQdh

gS\ <mÙkj(��=

5- ;fn ������:�
1

x
x −

 rks 

a
f

b
b

f
a

 
  
 
  

 dk eku Kkr dhft,A <mÙkj(���
J��=

6- ;fn ��:�������:�
2
1

x
x

+
−

 rks fl¼ dhft, fd ��:������� <mÙkj(���
J��=

7- ;fn ������:�
2 3
2 3
x
x

−
+

 rks fl¼ dhft, fd ��������������:���

8- ;fn ������:�	� rks fl¼ dhft, fd �����;���;����:�����������������������

9- ;fn ������:����;� 2

1

x
 rks�������� rFkk ��

1
x

 
  

 dk eku Kkr dhft,A <mÙkj(��9�  +  
2

2

1
x

x
10- ;fn ������:����8�#���8�����;������;����8�%���;�#���;���8�� rks ���#� dk eku Kkr dhft,A

<mÙkj(��-=
11- � osQ fdu ekuksa osQ fy, fuEu iQyu ifjHkkf"kr ugha gSa\

�
�
1

3x −
��� 3

1

1x −
���

3 4
2

x
x

−
−

�� ���� �	� x ���
1xa

x
−

12- ;fn ������:������;�� rFkk �����:�����;��9 rks fuEufyf[kr osQ eku Kkr dhft,µ

�
� ���;�����-�9 ����;�����8�� �������8�������9 ���8�*������

��� ������
1
2

 
  

9 �������� ��� (2)
f
g

 
 
 

9 ( 1)
f
g

  − 
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����������	�

�����������
��� ��

bdkbZ��� iQyu

13- ;fn ��:�D
9��9��9�8�E rks crkb, fd D;k fuEufyf[kr lEcU/ >� dk � esa? iQyu gSA dkj.k Hkh
crkb,%

�
� ��
�:�D�8�9���9���9���9��
9���9��8�9�8��E

��� ���:�D�
9���9���9���9���9�8���9��8�9�
�E

14- ;fn ��C���→���tgk¡ ������:� 2
2 5, 9

1, ( 9, 9)
4, 9

x x
x x
x x

+ >
 − ∈ −
 − < −

rks �����] ������]����8��� vkSj ��D�����E dk eku Kkr dhft,A

15- ;fn ��C���→�� tgk¡ ������:�
2 , 2

2, 2
x x x
x x

 − ≥ − <
<mÙkj% �-9�8�9�8�=

esa �����9���-� vkSj ������ dk eku Kkr dhft,A

�9 tcfd 8��≤ ��L�8�

16- ;fn�������:� 6 3, 1 0,
3 3, 0 1

x x
x x

− − − ≤ ≤
 − < ≤

���� ���

����

�
� iQyu � dk Mksesu Kkr dhft,A

��� ������9���
1
2

 
  

9����-�9�������9�������osQ eku Kkr dhft,A

��� lehdj.k �������;���:�- dks gy dhft,A

mÙkj%
�
� ��:�D���C�8��≤���≤��E ��� �9�8�J�9�8�9�� ��� ��:�8�J��M��J�

1-12 iQyu dk ys[kkfp=k �&���$����������
�

;fn ��:������9�� dk dksbZ iQyu gks rks � dks ��9���99����9���9���� vkfn eku nsus ij iQyu osQ eku  Øe'k%
������9�������9����9�������9���� ;k ���9���9����9���9����� vkfn gksaxsA ;fn funsZ'kkad T;kfefr dh Hkk¡fr �Av{k ij
� vkSj �A v{k ij � vFkkZr~ ����� dks vafdr djosQ fcUnqvksa D��9�������E9�D��9������E9����9�D��9�������E9���� vkfn
dks vafdr djosQ ,d fu"dks.k oØ �0,���/����	�� cuk fy;k tk; rks ;gh oØ iQyu dk ys[kkfp=k
dgykrk gSA

iQyu ��:������ dk ys[kkadu [khapus osQ fy, � osQ oqQN pqus gq, ekuksa osQ fy, � vFkkZr~ ����� osQ eku Kkr
djosQ fuEu lkj.kh cuk yhft,µ

� �� �� �� � � � �

��	������ ������ ������ ������ ����� ����� ����� �����

vc fcUnqvksa D8�9����8��E9�D8�9����8��E9�D8�9����8��E9�D-9����-�E9�D�9������E9�D�9������E9�D��������E��vkfn
dks oxk±fdr dkxt ij vafdr djosQ ,d fu"dks.k oØ cukb;sA ;gh oØ iQyu dk ys[kkfp=k dgyk;sxkA
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�� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

X� X

Y�

Y

{3, (3)}f

{2, (2)}f

{1, (1)}f

{0, (0)}f

{–1, (–1)}f

{–2, (–2)}f

{–3, (3)}f

O

mnkgj.k 1- iQyu ��:�'�	�	# dk vkys[k [khafp,A

gy % � dks fofHkUu eku nsdj � osQ eku Kkr djus ij fuEu lkj.kh cusxh%

� �� �� � � � �
1
2

−

� �
 �� �� 
 �� �� �

X� X

Y�

Y

O

(3, 14)

(2, 10)

(1, 6)

(0, 2)

(–1, –2)

(–2, –6)

(–½, 0)

vc �Av{k ij � [kkuk :���vkSj �$v{k ij � [kkuk :�� ekudj fcUnqvksa dks vafdr dhft,A bu fcUnqvksa dks
feykb,A ;gh vHkh"V ys[kkfp=k gSA ;g ,d ljy js[kk gSA

mnkgj.k 2- iQyu ��:	� dk ys[kkfp=k [khafp,A

gy % ��:�� osQ fy, lkj.kh

� �� �� �� �� � � � � � 

� �� �� �� �� � � � � � 
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����������	�

�����������
��� ��

bdkbZ��� iQyu

X� X

Y�

Y

O

–1–2–3–4–5–6

1 2 3 4 5 6

–1

–2

–3

–4

–5

–6

1

2

3

4

5

6

(5, 5)

(4, 4)

(3, 3)

(2, 2)

(1, 1)

(–1, 1)–

(–2, –2)

(–3, –3)

(–4, –4)

(0, 0)

mnkgj.k 3- iQyu �	
	*�* dk ys[kkfp=k [khafp,A

gy % ;gk¡ ij ��:��9 ;fn ��≥�- vkSj ��:�8�9 ;fn ��L�-�

����	
	*�* osQ fy, lkj.kh

� � � �� �� � � � � �

� � � � � � � � � �

X� X

Y�

Y

O–1–2–3–4–5 1 2 3 4 5
–1

–2

–3

–4

–5

1

2

3

4

5

(4, 4)

(3, 3)

(2, 2)

(1, 1)

(–4, 4)

( 3, 3)–

( 2, 2)–

( 1, 1)–

–6 6

mnkgj.k 4- iQyu	�	
	
| x|

x
	dk ys[kkfp=k [khafp,] ;fn	�	����
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�� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

gy % bl iQyu dks flxue �0�*�,� iQyu dgrs gSaA bls fuEu izdkj ls ifjHkkf"kr dj ldrs gSaµ

������:
1, 0
0, 0
1, 0

x
x
x

 >
 =
− <

���

���

���

iQyu	��:�
| x|

x
	dh lkj.kh

� �� �� �� �� � � � �

� �� �� �� �� � � � �

bl lkj.kh dk ys[kkfp=k ik'oZ fp=k }kjk iznf'kZr gSA

X� X

Y�

Y

O–1–2–3–4 1 2 3 4

–1

–2

–3

–4

1

2

3

4

mnkgj.k 5- oØ ��	
	�� dk ys[kkfp=k [khafp,A

gy % ;gk¡ ij ;fn � Í.k gS rks � dk eku vf/dfYir
��,�*���(� gSA vr% ge osQoy � osQ /u eku gh
ysaxsA

��	
	�� dh lkj.kh

� � � � � �

� � �� ���� ��� ��

bl lkj.kh dk ys[kkfp=k ik'oZ fp=k }kjk iznf'kZr gSA

X� X

Y�

Y

O

(1, 1)

(2, 2.8)

(3, 5.2)

(3, –5.2)

(2, –2.8)

(1, –1)
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����������	�

�����������
��� ��

bdkbZ��� iQyu

mnkgj.k 6- iQyu �	
	��	�	'�	�	� dk ys[kkfp=k [khafp,A

gy% loZizFke fuEu lkj.kh cukb,µ

� �� �� �� �� � � � � �  �

� �� �
 �� ��  � � �  �� ��

;gk¡ ge ns[krs gSa fd tSls&tSls � dk la[;kRed eku c<+rk gSA oSls&oSls � dk eku Hkh c<+rk gS vkSj tc �
→ ∞9���→ ∞ tc � →�8�∞9���→�;�∞ fcUnqvksa dks vafdr djus ij fuEukafdr fu"dks.k oØ cusxkµ

X� X

Y�

Y

O–1–2–3–4–5–6 1 2 3 4 5 6
–4

–8

–12

–16

4

8

12

16

20

24

–7–8 7 8

28

32

–18

36
37

(–3, 26)

(–2, 17)

(–1, 10)

(0, 5)
(1, 2)

(2, 1)

(3, 2)

(4, 5)

(5, 10)

(8, 37)

mnkgj.k 7- oØ ��	
	' dk ys[kkfp=k [khafp,A

gy % ;gk¡ ij ��:�
4
x
] vr% ;fn ��→�-9���→�∞

vkSj ;fn ��→�∞9���→�-�

��	
	' dh lkj.kh

� �∞ �� �� �� �� � � � � � ∞

� 0 �� ��
4
3

�� �� ∞ � �
4
3

� �
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�� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

X� X

Y�

Y

O

(1, 4)

(2, 2)

(3, 4/3)

(4, 1)

(–4, –3/4)

(–2, –2)

(–1, –4)

mnkgj.k 8- iQyu �	
	
−
−

2 1
1

x
x

 dk ys[kkfp=k [khafp,A

gy % ;g iQyu ��:�� osQ fy, ifjHkkf"kr ugha gSA blosQ vfrfjDr lHkh ekuksa osQ fy,���:�
( 1) ( 1)

1
x x

x
− +

−

:����;���9����≠��� ifjHkkf"kr gSA

iQyu	��:�
−
−

2 1
1

x
x

	dh lkj.kh

� � � � � �� �� �� ��

� � � � � � �� �� ��

ys[kkfp=k ik'oZ fp=k esa fn[kk;k x;k gSA

X� X

Y�

Y

O

–1–2–3–4

1 2 3 4

–1

–2

–3

–4

1

2

3

4 (3, 4)

(2, 3)

(1, 2)

(0, 1)

(–1, 0)

(–2, –1)

(–3, –2)

(–3, –4)
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����������	�

�����������
��� ��

bdkbZ��� iQyu

mnkgj.k 9- iQyu	�	
	
−
1

1 x
�dk ys[kkfp=k [khafp,A

gy % � dks fHkUu&fHkUu eku nsdj � osQ eku izkIr djosQ fuEu lkj.kh curh gSµ

iQyu	����
−
1

1 x
 dh lkj.kh

� �� �� �
1
2

�
1
2

�
3
2

�

�
1
3

1
2

2
3 � � ∞ �� ��

ys[kkfp=k ik'oZ fp=k esa fn[kk;k x;k gSA

X� X

Y

Y�

O

–2, 1
3

–1, 1
2 (0, 1)

, 21
2

(2, –1)

, –23
2

mnkgj.k 10- oØ ���8����:�+ dk ys[kkfp=k [khafp,A

gy % fn;k gqvk oØ fuEu gSµ

���8����: +

;k ���J+��8����J+��: �

tks ���J
��� 8� ���J���� :� � osQ :i dk ,d
vfrijoy; �/("������� gSA

rqyuk djus ij]


��: +�rFkk����:�+

⇒ 
�: N��rFkk���:�N�

∴ v¼Z&vuqizLFk v{k�: 
�:��

rFkk v¼Z&la;qXeh v{k�: ��:��

X� X

Y

Y�

O

Q PB

A� A

R B� S

3

3

3

3
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�� ����������	�
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vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

vc��Av{k ij�%��:�%�′�:��

rFkk �$v{k ij�%&�:�%&′�: �

nwfj;k¡ ysdj oxZ '(�� cuk;kA

1-13 vFkZ'kkL=k esa jSf[kd iQyuksa dk mi;ksx �'
�����(�����������
� �
����"��
�

vFkZ'kkL=k esa jSf[kd iQyuksa ,oa ljy js[kk osQ lehdj.kksa dk cgqr mi;ksx gSA cktkj esa fdlh oLrq dh dher]
ek¡x ,oa iwfrZ }kjk fu/kZfjr gksrh gSA ;fn ek¡x vkSj iwfrZ iQyu fn;s gq, gksa rks ge lkE;koLFkk fcUnq ij ,slh dher
,oa ek=kk dk fu/kZj.k dj ldrs gSa tgk¡ eky cspus ,oa [kjhnus okys nksuksa gh lUrq"V gks tk;saA

ekuk fd ek¡x iQyu] )�: �#�8��*�gS ������

rFkk iwfrZ iQyu] )�: 8'�;��*�gS �������

tgk¡] ) oLrq dh ek=kk rFkk * oLrq dh dher n'kkZrs gSaA

vc ge ) rFkk * dk ,sls eku fudkyus dk iz;kl djsaxs tks lehdj.k ��� vkSj ���� nksuksa dks larq"V djsaA blosQ
fy, nksuksa lehdj.kksa dks gy djuk gksxkA ek¡x vkSj iwfrZ dh lkE;koLFkk esa

�#�8��*�: 8'�;��*

;k '*�: ��

;k *�:
24
8
�:��

* dk eku lehdj.k ��� esa j[kus ij

)�: �#�8����G����:��#�8����:��

bl izdkj lkE;koLFkk dher : 3 ,oa ek¡x vkSj iwfrZ dh ek=kk
4 bdkb;ksa esa gksxhA

bu lehdj.kksa dks ge js[kkfp=k osQ :i esa Hkh iznf'kZr dj
ldrs gSaA

js[kkfp=k esa �$v{k ij oLrq dh ek=kk rFkk �Av{k ij oLrq
dh dher n'kkZ;h x;h gSA �� ek¡x iQyu rFkk �� iwfrZ
iQyu dks n'kkZrs gSaA nksuksa iQyu ,d&nwljs dks + fcUnq ij
dkVrs gSaA vr% lkE;koLFkk Hkh + fcUnq ij gh izkIr gksxhA bl
fcUnq ij �$ Hkqtkad lkE;koLFkk ewY; vkSj �$Hkqtkad ek¡x
vkSj iwfrZ ek=kk crk;sxkA

vr% lkE;koLFkk ewY; :�� rFkk oLrq dh ek=kk :�� gksxkA

js[kkfp=k

4

3

2
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S
D

E

D
S

X

Y



uksV

VED1

E\L-LOVELY-H\math1-2 IInd 21-10-11 IIIrd 8-1-12 IVth 21-4-12 Vth 20-8-12 VIth 10-9-12

����������	�
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��� ��

bdkbZ��� iQyu

js[kkfp=k

vFkZ'kkL=k esa iz;ksx gksus okys iQyu

(v) ijoy; �6�������� (c) vfrijoy; �O("�������

(l) y?kqx.kdh; iQyu �3�*����/,���������� rFkk

(n) ?kkrh; iQyu � !"��������������A

(v) ijoy; �6��������(	ijoy; dk vFkZ'kkL=k esa cgqr mi;ksx gksrk gSA ;fn �9�� vkSj mldh nwljh ?kkr
ij fuHkZj djrk gks rks � dks � dk f}?kkrh �@���������� iQyu dgrs gSaA bls fuEu izdkj n'kkZ;k tk ldrk
gSµ

��: 
� ����;���� ������

blh izdkj �9�� vkSj mldh nwljh ?kkr ij fuHkZj djrk gks rks � dks � dk f}?kkrh iQyu dgrs gSaA bls xf.krh;
:i esa fuEu izdkj n'kkZ ldrs gSaµ

��: 
� ����;���� �������

mi;qZDr ��� rFkk ���� ijoy; osQ lkekU; iQyuh; :i dks
n'kkZrs gSaA ;gk¡ ;g mYys[kuh; gS fd ijoy; osQ lehdj.k esa
������� dk in ugha gksrk gS rFkk ������� vFkok �� esa ,d
gh gksrk gSA

;gk¡ è;ku nsus ;ksX; ckr ;g gS fd mijksDr lehdj.k dk
osQUnz ewy fcUnq ij ugha gksxk tSlk fd js[kkfp=k�esa n'kkZ;k x;k
gSµ

;fn ijoy; dk lehdj.k ���:��
� gks rks ijoy; osQ
lehdj.k dk osQUnz ewy fcUnq ij gksxk rFkk ijoy; oØ
js[kkfp=k�osQ vuqlkj gksxkA blh izdkj ;fn ijoy; dk lehdj.k
���:�����gks rks gesa ijoy; oØ js[kkfp=k�osQ vuqlkj izkIr
gksxkA

mi;qZDr js[kkfp=kksa esa % ijoy; dk 'kh"kZ �&����!� dgk tkrk gSA ���:��
� ijoy; osQ fy, %���v{k osQ
lekukUrj ,d ljy js[kk] 'kh"kZ ls nwjh ij oØ osQ nwljh vksj gksrh gS] ftls Mk;jsfDVªl ���������!� dgrs
gSaA blh izdkj oØ ���:���� osQ fy, Mk;jsfDVªDl %� osQ lekukUrj 'kh"kZ � nwjh ij gksrh gSA

js[kkfp=k js[kkfp=k
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js[kkfp=k ���

og ljy js[kk tks 'kh"kZ ls tkrh gS vkSj Mk;jsfDVªDl osQ lekUrj gksrh gS ijoy; dk v{k dgykrh gSA v{k

ijoy; dks nks cjkcj leku Hkkxksas esa foHkkftr djrk gSA v{k ij 'kh"kZ ls Mk;jsfDVªDl ls nwljh vksj 
 ;k ��

dh nwjh ij vofLFkr fcUnq dh ijoy; dks iQksdl �����
� dgrs gSaA ijoy; dk ;g fof'k"V xq.k gksrk gS

fd bl ij fdlh fcUnq dh iQksdl vkSj Mk;jsfDVªDl ls nwjh leku gksrh gSA

(c) vfrijoy; �O("������� % ijoy; dh Hkk¡fr vfrijoy; iQyu dk Hkh vFkZ'kkL=k esa cgqr mi;ksx

gSA vfrijoy; iQyu dks xf.krh; :i esa fuEu izdkj n'kkZ ldrs gSaµ

2 2

2 2

x y

a b
− �: ���tgk¡�
��� fLFkjkad gSa)

vFkok
2

2
1

x

a
− :

2

2

y

b

rc
2

2

y

b
�:

2 2

2

x a

a

−

���: ( )
2

2 2
2

b
x a

a
−

vFkok ��: ( )2 2b
x a

a
± −

;fn ge fuEufyf[kr rF;ksa dk vuqjs[k.k djsa rks

��� tc ��:�N�
9���:�-

���� ��K�P
P] vk¡dk ekuk fd 
�:���:��

rc ��:� ( )2 9x± −

����� ;fn ��L�� gks rks � dk eku dkYifud gksxk] ij � osQ nwljs ewY;ksa osQ fy, � osQ fuEufyf[kr
ewY; fudkys tk ldrs gSaµ

� dk ewY; � dk ewY;

;���vFkok�8� - vFkok -

;���vFkok�8� 5+ �vFkok� 5−

;��vFkok�8� 12+ �vFkok� 12−

;fn ewy fcUnq (0] 0) vfrijoy; dk osQUnz gS rks vfrijoy;
oØ fuEu izdkj gksxkµ

;fn osQUnz&fcUnq �,9��� gS rks vfrijoy; oØ dk lehdj.k
fuEu izdkj gksxkµ

( ) ( )2 2

2 2

x h y k

a b

− −
− �: �

lkekU;r% vfrijoy; iQyu dks ���:�
 }kjk n'kkZrs gSa
tcfd 
�-�- gksrk gSA

(–2, 0) (0, 2)X� X

Y

Y�

O
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bdkbZ��� iQyu

js[kkfp=k ����

(l) y?kqx.kdh; iQyu �3�*����/,���������� % tc ���� dk iQyu u gksdj ��*�� dk iQyu gks
rks ml iQyu dks y?kqx.kdh; iQyu dgk tkrk gSA y?kqx.kdh; iQyu dk lkekU; lehdj.k fuEuor~ gksrk gSµ

��� α�;�β���*��

;gk¡ ;fn α�:�- rFkk β�:���gks rks ;g lehdj.k ���:���*�� ek=k gks tk;sxkA

ekuk fd y?kqx.kdh; lehdj.k ��:���;�����*��� gks (;gk¡ geus α�:��9�β�:�� ekuk gS)

rks ��: 8��;���.�-�:�8� �;fn���:���

��: 8��;���G���:�- �;fn���:��-�

��: 8��;���G���:�� �;fn���:��--�

��: 8��;���G���:��- �;fn���:��---�

bldk oØ js[kkfp=k���� osQ vxzkuqlkj gkssxkµ

è;ku nsus ;ksX; ckr ;g gS fd bl lehdj.k esa � dk eku - ;k Í.kkRed ugha gks ldrk gS D;ksafd budk
y?kqx.kd ugha gksrk gSA cgq/k ��* dk vk/kj 	 fy;k tkrk gSA

f}&y?kqx.kdh; iQyu dk lkekU; lehdj.k fuEu izdkj
dk gksrk gSµ

��*���: α�;�β���*��

vFkok ��*���: α���*��β

��*���8���*��β�: α

vFkok ��*�
y

xβ �: 


blfy,
y

xβ �� 	�

∴ ��: 	α��β�:���β

(tcfd ��:�	�)

bl iQyu dh eq[; fo'ks"krk;sa fuEufyf[kr gSaµ

��� ;fn�β�:���rc���:�
A
x
�vFkok����:��

(rc ;g vk;rh; ijoy; gks tk;sxk)

���� ;fn β�L�� gS rks � osQ c<+us osQ lkFk � c<+rh nj ls c<+rk gSA

����� ;fn -�L�β�L�� gS rks � osQ c<+us osQ lkFk � ?kVrh nj ls c<+rk gSA

���� ;fn β�L�- gks rks � c<+us osQ lkFk � ?kVrk gSA

;gk¡ ;g mYys[kuh; gS fd ?kukRed ?kkr mRiknu iQyu vkSj Í.kkRed ?kkr ek¡x fo'ys"k.k esa iz;qDr gksrh gSaA
budh izeq[k fo'ks"krk ;g gS fd ?kkrkad fLFkj yksp dks n'kkZrs gSaA

(n) ?kkrh; iQyu � !"�������������� % ?kkrh; iQyu Hkh vFkZ'kkL=k esa cgqr mi;ksxh gSA bl iQyu
esa ���� dk iQyu u gksdj � osQ ?kkrh; dk iQyu gksrk gSA bls fuEufyf[kr lehdj.kksa }kjk n'kkZ;k tk ldrk
gSµ

y x= + log� � 10

X-pj

Y
- p

j

Y

O X
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js[kkfp=k��:���*��9���:�	
�9���:�	��	�

bR;kfn

;fn gekjh ?kkrh; lehdj.k ��:��� gks] tcfd ��K�� gS rks
ge bldk oØ fp=k osQ vuqlkj gksxkµ

ekuk ?kkrh; iQyu ��:���&� gS rks bl lehdj.k dks
y?kqx.kdh; :i esa fuEu izdkj n'kkZ ldrs gSaµ

��*���: ��*���;�����*�&

∴ ����*�&�: ��*���8���*��

vFkok ��:
log log
log log

x A
B B

−

ekuk
1

log B
�: β�vkSj�

log
log

A
B

− = α �rc

��: α�;�β���*��9�tks fd

gekjk y?kqx.kdh; iQyu gh gSA

mnkgj.k 1- ekuk fd ek¡x vkSj iwfrZ oØ ,d ljy js[kk gSA ;fn fofHkUu ewY;ksa ij ewY; vkSj ek¡x dh
ek=kk fuEu izdkj nh gqbZ gks rks ek¡x vkSj iwfrZ lehdj.k fudkfy;sA

ewY; �'� ek¡x ��� iwfrZ ���

2 40 50

5 20 60

gy % mi;ZqDr rkfydk dks fuEu izdkj ls fcUnqvksa osQ :i esa fy[kdj jSf[kd :i fn;k tk ldrk gSµ

ek¡x ewY; fcUnq iwfrZ ewY; fcUnq

�� ������� ������

�� ������ �
����

ekuk ��: ek=kk rFkk ��: ewY; gS rks ��-9��� vkSj ��-9��� dks feykus okyh js[kk dk lehdj.k

�������:
2 1

1
2 1

( )
y y

x x
x x

− −
−

��9���9���9�rFkk �� dk ewY; j[kus ij

��8���:
5 2

20 40
−
−

����8��-�

;k ��8���:
3
20− ���8��-�

;k 8�-���8����: ����8��-�

;k 8�-��;��-�: ��

y b=

X-pj

Y
-p

j

Y

O X

( > 1b )
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;k ���: ��#-�8��-�

;k ��:
160 20

3 3
− ��:�������8�#�##�

;fn ��:�ek¡x dh txg � j[ksa vkSj ��:� ewY; dh txg * j[ksa rks ek¡x lehdj.k gksxkµ

��: ������8�#�##*

blh izdkj iwfrZ js[kk ��-9��� rFkk �#-9��� fcUnqvksa ls gksdj xqtjrh gS vkSj bu fcUnqvksa dks feykus okyh js[kk
dk lehdj.k gksxkµ

��8���:
5 2
60 5

−
−

����8���

;k ��8���:
3

( 50)
10

x −

;k �-��8��-�: ���8���-

���: ��-�;��-�

��: ���;������

;fn ��:�iwfrZ ek=kk dh txg�� vkSj ��:�ewY; dh txg * j[ksa rks iwfrZ lehdj.k gksxkµ

��: ���;�����*

mnkgj.k 2- fuEufyf[kr ijoy; osQ iQksdl vkSj Mk;jsfDVªDl Kkr dhft;sµ

��� ��	
	�+� ���� ��	
	#%�

gy % �������:��#� dh rqyuk djus ij]

vr% Mk;jsfDVªDl 'kh"kZ ls oØ dh nwljh vksj 8� nwjh ij gS vFkkZr~ ��:�8� vkSj iQksdl 'kh"kZ ls Mk;jsfDVªDl
osQ foijhr ��9�-� ij fLFkr gSA

 ���� ���:���� ls ���:�8�-� dh rqyuk djus ij

��: �

vr% Mk;jsfDVªDl 'kh"kZ ls oØ dh nwljh vksj ;� nwjh ij gS] vFkkZr~ ��:�� vkSj iQksdl �-9��� ij fLFkr gksxkA

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

2- cgqfodYih; iz'u �)����"���7/��������
���
�µ

��� ;fn ��C���→ � ls ifjHkkf"kr gS rks leqPp; � bl iQyu � dk D;k dgykrk gS\

�
� Mksesu ��� jsat ��� pj �� vpj

���� ;fn pj jkf'k � osQoy ,d pj jkf'k � ij vkfJr gS] rc �������� D;k dgykrk gS\

�
� cgqpjh; iQyu ��� ,dpjh; iQyu ��� Li"V iQyu �� vLi"V iQyu

����� ,d fHkUu osQ :i esa O;Dr fd;k x;k ,slk iQyu ftlosQ va'k vkSj gj nksuksa gh iw.kk±d ?kkrksa okys chth;
O;atd gksa] D;k dgykrk gS\

�
� chth; iQyu ��� fo"ke iQyu ��� ifjes; iQyu �� vifjes; iQyu
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1-14 lkjka'k �%�""����

• ,d jkf'k osQ eku esa ifjorZu gksus ij ml ij fuHkZj nwljh jkf'k osQ eku esa ifjorZu fdl nj ls gksrk
gS ,oa bl ifjorZu dh nj ls lEcfU/r vusd iz'uksa ,oa fØ;kvksa dk fo'ys"k.k ,oa vè;;u vody
xf.kr �������������7������
��dgykrk gSA

• ifjorZu'khy jkf'k;ksa dks pj �&�������
� dgrs gSaA os jkf'k;k¡ ftudk eku cnyrk jgrk gS vFkkZr~ ftu
jkf'k;ksa osQ vxf.kr la[;kRed eku ��,,�������	����
� fn;s tk ldrs gSa] pj �&�������
�
dgrs gSaA

• os jkf'k;k¡ ftudk eku xf.kr dh izR;sd lafØ;k esa vifjofrZr jgrk gS] vpj dgykrh gSaA

• iQyu dk fl¼kUr nks ijLij lEc¼ pj jkf'k;ksa �����������������
� ij vk/kfjr gSA

• ;fn iQyu ��C���→�� ls ifjHkkf"kr gS rks leqPp; � bl izfrfp=k.k ;k iQyu � dk Mksesu ;k izHkko
{ks=k ���,��� dgykrk gS vkSj leqPp; � bldk ijkl vFkok jsat ���*�� lg&izHkko {ks=k
�7���,��� dgykrk gSA

• ;fn pj jkf'k � osQoy ,d pj jkf'k � ij vkfJr gS] rc ��:�������,dpjh; iQyu dgykrk gSA
blh izdkj] ��:����θ�9���:������9���:������ bR;kfn ,dpjh; iQyu gSaA

• ;fn pj jkf'k �9 nks pj jkf'k;ksa � vkSj � ij vkfJr gS] rc ��:�����9��� cgqpjh; iQyu dgykrk
gSA

• pj jkf'k � dh fofHkUu la[;kRed ?kkrkssa okyk ,slk iQyu ftlesa inksa dh la[;k fuf'pr gks] chth;
iQyu dgykrk gSA

• ,d fHkUu osQ :i esa O;Dr fd;k x;k ,slk iQyu ftlosQ va'k vkSj gj nksuksa gh iw.kk±d ?kkrksa okys chth;
O;atd gksa] ifjes; iQyu dgykrk gSA

• vFkZ'kkL=k esa jSf[kd iQyuksa ,oa ljy js[kk osQ lehdj.kksa dk cgqr mi;ksx gSA cktkj esa fdlh oLrq dh
dher] ek¡x ,oa iwfrZ }kjk fu/kZfjr gksrh gSA ;fn ek¡x vkSj iwfrZ iQyu fn;s gq, gksa rks ge lkE;koLFkk
fcUnq ij ,slh dher ,oa ek=kk dk fu/kZj.k dj ldrs gSa tgk¡ eky cspus ,oa [kjhnus okys nksuksa gh lUrq"V
gks tk;saA

• og ljy js[kk tks 'kh"kZ ls tkrh gS vkSj Mk;jsfDVªDl osQ vuqlkj gksrh gS ijoy; dk v{k dgykrh gSA

1-15 'kCndks'k �#��)���
�

• Mksesu ���,���µizHkko {ks=kA

• jsat ���*��µijklA

1-16 vH;kl&iz'u ���	��)����
���
�

�" fuEufyf[kr iQyuksa dks xzkiQ }kjk iznf'kZr dhft;sµ

�
� ��:�������:���8���_ ijkl���:�8��ls���:���osQ fy,A

��� ��:�������:�����8����;��H�ijkl���:�8��ls���:�% osQ fy,A
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��� ��:�������:�
24
x
�ijkl ��:���ls���:�+�osQ fy,A

#" fuEufyf[kr lkj.kh ls ek¡x vkSj iwfrZ iQyu Kkr dhft;sµ

ewY; ek¡x iwfrZ

� �-- �-

� �- %�

� - �--

)" fdlh ck”kkj osQ fuEufyf[kr ek¡x vkSj iwfrZ iQyuksa osQ lkE; ewY; o ek=kk Kkr dhft;sµ

��� ��:����8��*H���:�8�-�;��*

���� ��:����8��*H���:�8�-�8��*

����� ��:��-�8��*H���:���;��-*���*�

'" fdlh oLrq dh ek¡x vkSj iwfrZ iQyu fuEu izdkj gSaµ

��:��--�8��-* ��:�8���;�+*

�" ijoy; dk 'kh"kZ] iQksdl vkSj MkbjsfDVªDl Kkr dhft,µ

��� ��:����;����8�� laosQrµ��: 
2

3 17
2 4

x + −  

���� ���8����������8��#

6- mRiknu iQyu ��:���
��/�� esa 0 rFkk / Je rFkk iw¡th gSaA ;fn vYidky esa iw¡th fLFkj gS vkSj /

:��-- gS rks mRiknu iQyu dk vuqjs[k.k dhft;sA vkSlr Je mRikn ��J0� Kkr dhft;s vkSj bl oØ
dk vuqjs[k.k djksA

mÙkj % Lo&ewY;kadu ��
����������������	�
��

�� ��� pj ���� vpj ����� lac¼ ���� f=kT;k ��� fujis{k

�� ��� �
� ���� ��� ����� ���

1-17 lanHkZ iqLrosaQ �����$��������!
�

iqLrdsa 1- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkmQfUly iQkWj bdksukWfed ,tqosQ'kuA

2- ,lsfU'k;y eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ uWV lsMsLVj] ihVj gkeUM] izSfUVl gkWy ifCy-

3- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ esgrk vkSj enukuh µ lqYrku pUn ,.M lUlA

4- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkyZ ih- fleksu] ykWjsUl CyweA
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���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

5- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ fleksu vkSj Cywe µ ohok ifCyosQ'kuA

6- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ ekydkWe] fudksyl] ;w-lh- yUnuA

7- xf.krh; vFkZ'kkL=k µ ekbdy gSjhlu] iSfVªd okYMjuA

8- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ ;kekus µ izSfUVl gkWy bfUM;kA

9- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl ,.M iQkbukUl µ ekfVZu ukeZuA
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����������	�

�����������
��� ��

bdkbZ��� lhek o lrrrk

bdkbZµ� lhek o lrrrk

������
������	���������

vuqØef.kdk ����������

mís'; ��������	�
�

izLrkouk ������������

��� iQyu dh lhek �3�,���������������

��� nf{k.k i{k vkSj oke i{k lhek ���*/��O������3����O���3�,��
�

��� iQyu dh nf{k.k i{k rFkk oke i{k lhek Kkr djus dh fØ;k&fof/ �Q��B�*�����
����
����*���*/��O���3�,������3����O���3�,���

��� lhek dk vfLrRo � !�
��������3�,���

��� iQyu �����dh ��:�
�ij lhek rFkk eku esa vUrj ���
�������R��4���3�,�����
&��������������������������:�
�

��# iQyu dk eku vkSj lhek �&��������3�,���������������

��% lhekvksa ij izes; �F/����,
���3�,��
�

��' iQyu dh lhek Kkr djus dh fof/ �)��/����������*��/��3�,�������(��������

��+ T;kferh; ifjHkk"kk �1��,�����������������

���- fdlh fcUnq ij iQyu dk lkarR; �7������(�����������������(�6����

���� lkarR; dk T;kferh; vFkZ �1��,��������)���*����7������(�

���� fdlh fcUnq ij iQyu dk lkarR; Kkr djus dh fof/ �)��/����������*�7������(
����������������(�6����

���� ,d vUrjky esa iQyu dk lkarR; ��7������(���������������������	���

���� larr iQyuksa ij izes; �F/����,���7������
�������
�

���� lkjka'k �0�,,��(�

���# 'kCndks'k �.�(4���
�

���% vH;kl&iz'u ���	��4����
���
�

���' lanHkZ iqLrosaQ �����/��������*
�
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�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

mís'; ��������	�
�

bl bdkbZ osQ vè;;u osQ i'pkr~ fo|kFkhZ ;ksX; gksaxsµ

• iQyu dh lhek laca/h leL;kvksa dks gy djus esa vklkuh gksxhA

• iQyu ���� dh ��:�
 ij lhek rFkk eku esa varj laca/h leL;kvksa dks gy dj ldrs gSaA

• lhekvksa ij izes; rFkk ml ij vk/kfjr iz'uksa dks gy dj losaQxsA

• iQyu dh lhek Kkr djus dh fof/ dks tku ik,¡xsA

• T;kferh; ifjHkk"kk dks tkuus gsrqA

• fdlh fcUnq ij iQyu dk lkarR; Kkr djus dh fof/ rFkk mlls lacaf/r leL;kvksa dks gy djus gsrqA

• larr iQyuksa ij izes; vkSj ml ij vk/kfjr iz'uksa dks gy djus esa vklkuh gksxhA

izLrkouk ������������

1- fuEufyf[kr xq.kksÙkj Js.kh �,���������!	-������ osQ ;ksx ij fopkj dhft,µ

2 3

1 1 1
2 2 2

+ + + ������ vuUr rdA

1 in dk ;ksxiQy :��5

2 inksa dk ;ksxiQy :��75
��inksa dk ;ksxiQy�:��'%�

4 inksa dk ;ksxiQy :��+�%�

� inksa dk ;ksxiQy :��+#'%�

# inksa dk ;ksxiQy :��+'��%�

% inksa dk ;ksxiQy :��++��'%�

' inksa dk ;ksxiQy :��++#-+�%�

+ inksa dk ;ksxiQy :��++'-�#'%�

10 inksa dk ;ksxiQy :��+++-����%�

�������������������������:��������������������

mQij ls irk pyrk gS fd tSls&tSls inksa dh la[;k c<+rh tkrh gS oSls&oSls Js.kh dk ;ksxiQy 1 dh vksj vxzlj
gksrk gSA ;|fi ;ksxiQy okLro esa 1 osQ cjkcj ugha gks ikrkA

bl izdkj inksa dh i;kZIr la[;k ysdj ;ksxiQy vkSj 1 osQ vUrj dks ge ftruk pkgsa mruk de dj ldrs gSaA

2- eku yks nh gqbZ f=kT;k osQ o`Ùk osQ vUrxZr ,d le&cgqHkqt cuk;k tkrk gSA
T;kfefr ls Li"V gS fd

��� cgqHkqt dk {ks=kiQy] o`Ùk osQ {ks=kiQy ls vf/d ugha gks ldrk] pkgs
cgqHkqt esa Hkqtkvksa dh la[;k fdruh gh vf/d D;ksa u gksA

���� cgqHkqt esa Hkqtkvksa dh la[;k dks vifjfer :i ls c<+kus ij ge o`Ùk
vkSj cgqHkqt osQ {ks=kiQy osQ vUrj dks ftruk pkgsa de dj ldrs gSaA
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����������	�

�����������
��� ��

bdkbZ��� lhek o lrrrk

oSQyoqQyl esa bl rF; dks bl izdkj dgdj O;Dr fd;k tkrk gS fd o`Ùk osQ vUrxZr [khaps x;s cgqHkqt osQ
{ks=kiQy dh lhek] tcfd Hkqtkvksa dh la[;k vifjfer :i ls c<+rh gS (vFkok vuUr dh vksj izo`Ùk gksrh gS)]
o`Ùk dk {ks=kiQy gksrh gSA

lim
n→∞

(cgqHkqt dk {ks=kiQy) : o`Ùk dk {ks=kiQyA

3- vuqØe dh lhek �3�,��������0�@�����µvuqØe

�9 ,
1 1 1 1

, , ,......
2 3 4 5

ij fopkj dhft, ftlosQ fy, ���:�
1
n
] tgk¡��� vuqØe dk #ok¡ in iznf'kZr djrk gSA ge ns[krs gSa fd #

dk eku tSls&tSls c<+rk gS 
1
n
 dk eku oSls&oSls ?kVrk tkrk gSA okLro esa ge # dks i;kZIr cM+k pqudj] 1

n

dks ftruk pkgsa mruk NksVk dj ldrs gSaA ;gk¡ ;fn #�K��-9--- rks 
1
n
 L�-�---� vkSj ;fn #�K��-��rks

1
n
 L��-�� bl izdkj ge ns[krs gSa fd tSls&tSls # vuar dh vksj izo`Ùk gksrk gS 1

n
 'kwU; dh vksj izo`Ùk

����
���� gksrk gSA ge ns[krs gSa fd vuqØe D��E dh lhek - gS vkSj bls lim nn
s

→∞
�:�-

}kjk fy;k tkrk gSA

vc ge nwljs vuqØe  -9 ,
1 2 3 4

, , ,......
2 3 4 5

ij fopkj djsaxs ftlosQ fy,������
1n

n
−

�ge ns[krs gSa fd tSls&tSls�#�c<+rk gS����oSls&oSls���osQ lfUudV igq¡prk

gSA nwljs 'kCnksa esa�#�dks i;kZIr cM+k pqudj ge����vkSj���osQ lkaf[;d vUrj vFkkZr~�P���8��P�dks ftruk NksVk pkgsa]
dj ldrs gSaA bl vuqØe osQ fy,

lim nn
s

→∞
�: ��

lk/kj.kr;k fdlh vuqØe ��9���9���9������ osQ fy, # dks i;kZIr cM+k pquus ij ;fn �� vkSj fdlh la[;k �
osQ lkaf[;d vUrj P�����P dks ge ftruk pkgsa mruk bPNkuqlkj NksVk dj losaQ � dks vuqØe D��E dh lhek
dgrs gSa vkSj bls

lim nn
s

→∞
�: �

osQ }kj fy[kk tkrk gSA

vc vuqØe

��9���9���9���9��������#�9�������

ij fopkj djus ij ge ns[krs gSa fd tSls&tSls # dk eku c<+rk gS] �� Hkh oSls&oSls c<+rk tkrk gSA ge # dks
i;kZIr cM+k ysdj �� dks ftruk cM+k pkgsa] dj ldrs gSaA ;gk¡ ij ���K��-9--- ;fn #�K��--9����K��-

� ;fn
#�K��-�] okLro esa ;gk¡ �� dks fdlh Hkh cM+h ls cM+h la[;k ls Hkh cM+k cuk;k tk ldrk gSA bls ge
���→ ∞] ;fn #�→ ∞ osQ }kjk O;Dr djrs gSaA
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4- iQyu dh lhek dks ifjHkkf"kr djus osQ iwoZ ge fuEu mnkgj.k ij fopkj djuk mi;qDr le>rs gSaA oqQN iQyu
� osQ fo'ks"k eku osQ fy, vifjHkkf"kr gksrs gSa tSls

������:
2 1

1
x
x

−
−

�

Li"V gS fd iQyu�
2 1

1
x
x

−
−

�dk eku���:���ij�
0
0
�vFkkZr~ vfu/kZ;Z��������,����� gSA

;fn ��:��+ rks iQyu dk eku� (.9) 1
.9 1

2 −
−

�:���+9

;fn ��:��++�rks iQyu dk eku 
(.99) 1

.99 1

2 −
−

�:���++9

;fn���:��+++�rks iQyu dk eku�
(.999) 1

.999 1

2 −
−

�:���+++9

;fn���:��++++�rks iQyu dk eku�
(.9999) 1

.9999 1

2 −
−

�:���++++9 bR;kfnA

� �� ��� ���� ����� ���

���� ��� ���� ����� ������ ���

bl izdkj ge ns[krs gSa fd tSls&tSls���dk eku c<+rs&c<+rs���osQ lfUudV igq¡prk gS iQyu 
2 1

1
x
x

−
− �dk eku��

osQ fudV igq¡p tkrk gSA

iqu% ;fn ��: ��rks iQyu dk eku�
2(1.1) 1

1.1 1
−

−
�:����9

;fn ��: ��-��rks iQyu dk eku�
2(1.01) 1

1.01 1
−

−
�:���-�9

;fn ��: ��--��rks iQyu dk eku�
2(1.001) 1

1.001 1
−

−
�:���--�9

;fn ��: ��---��rks iQyu dk eku�
2(1.0001) 1

1.0001 1
−

−
�:���---��bR;kfnA

� ��� ���� ����� ������ ���

���� ��� ���� ����� ������ ���

;gk¡ ge ns[krs gSa fd tSls&tSls � dk eku ?kVrs&?kVrs�� osQ fudV igq¡prk gS] iQyu�
2 1

1
x
x

−
−

�dk eku���osQ lehi

igq¡prk gSA
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����������	�

�����������
��� ��

bdkbZ��� lhek o lrrrk

bl izdkj ��pkgs���ls FkksM+k vf/d eku���;�ε�(tgk¡�ε�,d NksVh ls NksVh LosPN /u la[;k gS) ls ?kVrs&?kVrs
��osQ fudV igq¡ps ;k ��ls FkksM+k de eku ��8�ε�ls c<+rs&c<+rs���osQ fudV igq¡psA iQyu ,d fuf'pr eku �

dh vksj izo`Ùk gksrk gSA ;g fuf'pr eku���iQyu�
2 1

1
x
x

−
−

�dh���→���ij lhek dgykrk gSA bls

2

1

1
l im

1x

x
x→

−
−

�: �

osQ }kjk fy[kk tkrk gSA

2-1 iQyu dh lhek �(�"���������������

eku yhft,���:� �����dksbZ iQyu gS vkSj ,�9�,�9� �������,��� �������,d /ukRed la[;kvksa dk leqPp;
���
������"�
���	���,���
��gS ftldk eku lrr ?kV����������(�������
�*��jgk gS vFkkZr~

,��K�,��K�,��K������K�,��K��������K�- ������

vkSj ftls] # dks i;kZIr cM+k ysdj] ftruk pkgsa mruk bPNkuqlkj NksVk cuk ldrs gSaA bl fLFkfr esa tSls&tSls
,� NksVk gksrk tkrk gS iQyu osQ eku]

O

a + hn

a a + h1

��
�;�,��9���
�;�,��9����9���
�;�,�� ������

?kVrs tkrs gSaA

;fn ,d la[;k � dh vksj izo`Ùk ����
���� gksrs gSa rks bl la[;k � dks iQyu ����� dk ��:�
 ij nf{k.k
i{k lhek ���*/��/�����,��� dgrs gSa ;k bl la[;k � dks iQyu ���� dh] tc �9�
 dh vksj izo`Ùk gksrk
gS] nf{k.k i{k lhek dgrs gSa] vkSj bls

0
lim ( )

x a
f x

→ +
�:���:���
�;�-�

osQ }kjk fy[krs gSaA

;gk¡ ij geus � osQ osQoy mu ekuksa �	����
� ij gh
fopkj fd;k gS tks fd 
 ls vf/d �*������� gSaA
(fp=k esa osQoy 
 osQ nkfguh vksj)A

vc ge � osQ mu ekuksa ij fopkj djsaxs tks 
 ls de
�
,������ gSa (vFkkZr~ fp=k esa 
 osQ ck;ha vksj)A

tSls&tSls ,� NksVk gksrk tkrk gS iQyu

��
�8�,��9���
�8�,��������9��
�8�,��9������

osQ eku ,d la[;k & dh vksj izo`Ùk gksrs gSaA bl la[;k & dks iQyu ���� dh ��:�
 ij oke i{k lhek �����
/�����,��� dgrs gSa vkSj bls

O

a – hn

aa + h1
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�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

0
lim ( )

x a
f x

→ −
:�&�:���
�8�-�

osQ }kjk fy[krs gSaA

;fn ��:�& vFkkZr~

0
lim ( )

x a
f x

→ + :�
0

lim ( )
x a

f x
→ −

rks � dks ���� dh ��:�
 ij lhek dgrs gSaA

leqPp; ,�9�,�9������9�,�9������ ,d vuqØe �
�@����� gS ftldh lhek - gSA blh izdkj nwljk vuqØe
��� cukrk gSA ;gk¡ ij fo'ks"k è;ku nsus ;ksX; ckr ;g gS fd lhek izkIr gksus ���,�������!�
�� osQ fy,
��
�;�,�� vuqØe ��� dh rjg osQ gj izdkj osQ vuqØe osQ fy,] la[;k � dks izo`Ùk gksuk pkfg,A vFkkZr~
��
�8�,���8�� dk lkaf[;dh; vUrj] ,� dks i;kZIr NksVk pqudj] ftruk pkgsa bPNkuqlkj mruk NksVk dj ldrs
gSaA 
�;�,��D;k 
�8�,�E�:�� vkSj P���8�
�P�:�,� j[kus ij ge lhek dks fuEu izdkj ls ifjHkkf"kr dj ldrs
gSaµ

ifjHkk"kk % ��:�� ij iQyu ����� dh lhek dksbZ la[;k (eku yks � gksrh gS ftlesa ;g xq.k gksrk gS
fd � osQ mu lHkh ekuksa osQ fy, ftuosQ fy, *	������1 vFkkZr~ ���	� dk la[;kRed eku) i;kZIr :i
ls NksVh (ijUrq 'kwU; ugha) gksrh gS] *�����	����� vFkkZr~ ����	�	� dk la[;kRed eku bPNkuqlkj NksVk
gksrk gSA

lhek dks fuEu ifjHkk"kk ls Hkh ifjHkkf"kr dj ldrs gSaµ

lhek dh nwljh ifjHkk"kk

tc ����� (tc ���� dh vksj izo`Ùk gksrk gS) iQyu ���� dh lhek dksbZ la[;k (eku yks �) gksrh
gS ftlesa ;g xq.k gksrk gS fd fdlh LosPN /ukRed NksVh ls NksVh la[;k 	 osQ fy, ,d nwljh 'kwU; ls
cM+h la[;k 
 izkIr dh tk losQ ftlosQ fy, *�����	����*	.		�	� osQ mu lHkh ekuksa osQ fy,

- L�P���8�
�P�L�δ�

uksV~l ;fn ��:�
 ij ���� dh lhek ���,����0 gks rks bls fuEu izdkj fy[kk tkrk gSµ

limit ( )
x a

f x
→

:�0�;k� lim ( )
x a

f x
→

�:�0�

2-2 nf{k.k i{k vkSj oke i{k lhek ���!$��*������(����*���(�"��
�

2-2-1 nf{k.k i{k lhek ����/�	/���	!�����

tc iQyu dh lhek Lora=k pj osQ eku osQ nkfguh vksj ls izkIr dh tkrh
gS rks mls iQyu dh nf{k.k i{k lhek ��"0"1"� dgrs gSa vkSj nkfguh
vksj osQ fy, /u fpÉ dk iz;ksx djrs gq, lkaosQfrd :i eas fuEu izdkj
ls fy[krs gSaµ

O

l2

l1

a

Y

X
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nf{k.k i{k lhek�:���
�;�-��:� lim ( )
x a

f x
+→

�:�!��

2-2-2 oke i{k lhek �1�2�	/���	!�����

tc iQyu dh lhek Lora=k pj osQ eku osQ ck;ha vksj ls izkIr dh tkrh gS rks mls oke i{kh; lhek �1"0"1"�

dgrs gSa vkSj ck;ha vksj osQ fy, �8� fpÉ dk iz;ksx djrs gq, lkaosQfrd :i esa fuEu izdkj ls fy[krs gSaµ

oke i{k lhek�:���
�8�-��:� lim ( )
x a

f x
−→

:�!��

2-3 iQyu dh nf{k.k i{k rFkk oke i{k lhek Kkr djus dh fØ;k&fof/ �+��,�!
����
���������!���!$��*���(�"������(����*���(�"���

��� nf{k.k i{k rFkk oke i{k lhek Kkr djus osQ fy, iQyu esa pj � osQ LFkku ij Øe'k% ���;�,�
rFkk ���8�,� izfrLFkkfir dhft,A

���� bl izdkj ��� ls izkIr iQyu � dks fn;s gq, fcUnq (eku yks 
) ls izfrLFkkfir dhft,A

����� vc ,�→�- ij iQyu dh lhek Kkr dhft, <vFkkZr~ ���� ls izkIr iQyu dks mi;qZDr :i esa j[kdj
,�:�-�jf[k;s=A

O;k[;kRed mnkgj.k

mnkgj.k 1- iQyu ����	
	
1

2 + x
 dh �	
	# ij nf{k.k i{k ����/�	/���	!����� rFkk oke i{k

lhek �1�2�	/���	!����� Kkr dhft,A

gy % nf{k.k i{k lhek

�� ����;�,� :�
1

2 ( )x h+ +

��� ����;�,� :�
1

2 (2 )h+ + �:�
1

4 h+

����
0

lim (2 )
h

f h
→

+ :�
0

1
lim

4h h→ +

;k ����;�-� :�
1
4

oke i{k lhek

�� ����8�,� :�
1

2 ( )x h+ −

��� ����8�,� :
1

2 (2 )h+ −
�:�

1
4 h−

����
0

lim
h→ �����8�,� :� 0

1
lim

4h h→ −

;k ����8�-� :�
1
4
�

mnkgj.k 2- iQyu	����	
	�����	
 
  x
�

 dh	��
	%	ij nf{k.k i{k rFkk oke i{k lhek Kkr dhft,A

gy % nf{k.k i{k lhek oke i{k lhek

�� ����;�,� :����;�,��
1

cos
x h+

��� ��-�;�,� :�
1

cosh
h
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�� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

2-5 iQyu ����� dh ��-�� ij lhek rFkk eku esa vUrj ���
�������.��)��
(�"��������������������������������������

����
0

lim
h→

����-�;�,� :�
0

lim
h→

,���

1
h

:
0

lim
h→ �,�G� 0

lim
h→ ���


1
h

: -�<8��rFkk 1 osQ eè; fLFkr
,d ifjfer ��������jkf'k=

;k ��-�;�-� :�-

�� ����8�,� :����8�,����

1

x h−

��� ��-�8�,� :�8�,���
 1
h

 −  

����
0

lim
h→

���-�8�,� :�
0

lim
h→

�8,����
 1
h

 −  

: 0
lim
h→ ��8,��

0
lim
h→

���

1
h

 −  

:8-�<8��rFkk 1 osQ eè; fLFkr ,d
ifjfer���������jkf'k=

;k ��-�8�-� :�-

2-4 lhek dk vfLrRo ����
��������(�"���

;fn fdlh iQyu �����dh���:�
�ij nf{k.k i{k rFkk oke i{k nksuksa lhek,¡ fo|eku rFkk ,dleku gksa] rks iQyu
�����dh���:�
�ij lhek dk vfLrRo gksrk gSA

vFkkZr~ lim ( )
x a

f x
+→

:� lim ( )
x a

f x
−→

�:�!�(eku yks)

;gk¡ !�iQyu dh lhek dgykrh gS rFkk bls ge fuEu izdkj ls O;Dr djrs gSaµ

lim ( )
x a

f x
→

:�!��

lim ( )
x a

f x
�

����

1- iQyu dh lhek og jkf'k gS ftldh vksj iQyu

Øe'k% vxzlj gksrk gS tc Lora=k pj � dk eku �
dh vksj gksrk gSA

2- lhek Kkr djus osQ fy, gesa ��	�� osQ fudVorhZ

���� osQ ekuksa dk vè;;u djuk iM+rk gS rFkk

fu"d"kZ fudkyuk iM+rk gSA

3- ��	�� ij iQyu dh lhek dk vfLrRo gks ldrk

gSA

����

og jkf'k gS tks fd iQyu ���� esa ��	�� j[kus ij izkIr
dh tkrh gSA

��	�� ij eku fudkyus osQ fy, osQoy ��	�� ij
���� dk eku fudkyuk iM+rk gSA

��	�� ij iQyu dk eku ugha Hkh gks ldrkA

2-6 iQyu dk eku vkSj lhek ����������(�"���������������

pj � osQ fdlh eku 
 osQ fy, iQyu ���� dk eku vkSj lhekar eku fHkUu gksuk vko';d ugha gSA oqQN bl
izdkj osQ iQyu Hkh gksrs gSa ftuosQ fy, ��:�
 ij ���� dk eku rFkk lhekar eku cjkcj gksrs gSa vFkkZr~

��
��:� lim ( )
x a

f x
→

�
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2-7 lhekvksa ij izes; �/$����"
���(�"��
�

D;k vki tkurs gSa ;fn ���� vkSj φ��� nks iQyu gksa vkSj � lim ( )
x a

f x
→

 :���� lim
x a→ ������:�&�rks

��� lim
x a→ �D�����N�φ���E�:� lim ( )

x a
f x

→
�N� lim

x a→ �φ����:���2�&�

���� lim
x a→ �D������E�:��� limx a→ ������:����

����� lim
x a→ �D�����φ���E :� limx a→ ������� limx a→ �φ����:��&

gksrh gS ftlesa ;g xq.k gksrk gS fd iQyu ���� dh lhek dksbZ la[;k (eku yks �)�

���� lim
x a→

( )
( )

f x
xφ
�:�

lim ( )

lim ( )
x a

x a

f x A
x B

→

→

=
φ

] ;fn�&�≠�-�

��� lim ( )
x a

f x
→

�:� lim
h a→ ���,�;�
��

2-8 iQyu dh lhek Kkr djus dh fof/
� ��$����������!��$��(�"���������������

;|fi gesa lhek Kkr djus osQ fy, nf{k.k i{k o oke i{k nksuksa lhek,¡ Kkr djuh pkfg, ijUrq ekè;fed Lrj
ij ge lhek vf/dka'kr% lh/s gh Kkr djrs gSaA

;fn ��:�������:�
( )
( )
x
x

φ
Ψ

] rks lhek Kkr djus osQ fy, fuEu pkj izdkj dh fLFkfr;k¡ gksaxh%

fLFkfr �	�3���	��% tc ��→�
�C ;fn φ�
��:�-9�Ψ�
��:�- rks ��
��:�
0
0
 tks vfu/kZ;Z gSA bl izdkj osQ

iQyu dh lhek fuEufyf[kr izdkj ls Kkr dh tk ldrh gSµ

���� iQyu dks gy djosQ vkSj ��≠�
 ekudj va'k rFkk gj ls mHk;fu"B xq.ku[k.M dks dkV nhft,A

���� 'ks"k [k.Mksa esa � osQ LFkku ij 
 j[kdj eku Kkr dj yhft,A ;gh iQyu dh ��→�
 ij lhek gksxhA

fLFkfr #	�3���	#�% ��→�
 ij ���� dh lhek Kkr djus osQ fy, ��:�
�;�, j[kdj] ;gk¡ , /ukRed ;k
½.kkRed o`f¼ �����,��� gS ��
�;�,� dh lhek Kkr dj yhft,A tc ,�→�- vFkkZr~ ��
�;�,� esa
,�:�- j[kdj iQyu dk eku Kkr dj yhft,A ;gh iQyu dh ��→�
 ij lhek gksxh D;ksafd tc

� :�
�;�,�vkSj���→�
�rks�,�→�-�

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

1- fjDr LFkkuksa dh iwfrZ djsa ���������/�����B
�µ

��� ;fn ,d la[;k � dh vksj izo`Ùk gksrs gSa rks bl la[;k � dks iQyu ���� dk ��:�
 ij --------- dgrs
gSaA
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���� tc iQyu dh lhek Lora=k pj osQ eku osQ ck;ha vksj ls izkIr dh tkrh gS rks mls --------- dgrs gSaA

����� ;fn fdlh iQyu ���� dh ��:�
 ij nf{k.k rFkk oke i{k nksuksa lhek,¡ fo|eku rFkk ,dleku gksa] rks
iQyu ���� dh ��:�
 ij lhek dk --------- gksrk gSA

���� pj � osQ fdlh eku 
 osQ fy, iQyu ���� dk eku vkSj --------- eku fHkUu gksuk vko';d ugha gSA

��� ;|fi gesa lhek Kkr djus osQ fy, nf{k.k i{k o oke i{k nksuksa lhek,¡ Kkr djuh pkfg, ijUrq --------- Lrj
ij ge lhek vf/dka'kr% lh/s gh Kkr djrs gSaA

gy lfgr mnkgj.k

dHkh&dHkh mHk;fu"B xq.ku[k.M ls Hkkx nsuk ljy ugha gksrk gSA ,slh fLFkfr esa ����� fof/ dk mi;ksx djosQ
lhek lqxerk ls tkuh tk ldrh gSA fuEu mnkgj.kksa ls fØ;k Li"V gks tk;sxhA

fVIi.khµva'k vkSj gj nksuksa dks mlosQ mHk;fu"B xq.ku[k.M tks 'kwU; ugha] ls Hkkx nsuk rqjUr lEHko u gks rks
Js.kh izlkj ��!"�
�����
����
� ;k fdlh :ikUrj.k ����
���,����� osQ ckn ;g fØ;k laHko gks
ldrh gSA

mnkgj.k 1- 
→

−
−

3 3

lim
x a

x a
x a

 dk eku Kkr dhft,A

gy %
3 3

lim
x a

x a
x a→

−
−

:�
2 2( ) ( )

lim
( )x a

x a x a ax
x a→

− + +
−

: lim
x a→

�����;�
��;�
��9 <����≠�
=

: 
��;�
��;�
��:��
�� mÙkj

mnkgj.k 2- 
−

20

log (1 + )
lim e

x

x x
x

 dk eku fudkfy,A

gy % �
20

log 1
lim e

x

( + x) x
x→

− �:�

2 3

20

...
2 3

lim
x

x x
x x

x→

 
− + − − 

 

:

2 3

20

...
2 3lim

x

x x

x→

− + −
�:�

2

20

1
...

2 3lim
x

x
x

x→

 − + −  

:
0

1
lim ...

2 3x

x
→

 − + −  

:
1

0 ...
2

− + − �:�
1
2

− � mÙkj

VkLd
→

−
−

3 3

lim
x b

x b
x b  dk eku fudkysaA 4mÙkj% )��5



uksV

VED1

E\L-LOVELY-H\math2-1 IInd 21-10-11 IIIrd 24-1-12 IVth 21-4-12 Vth 20-8-12 VIth 10-9-12

����������	�

�����������
��� ��

bdkbZ��� lhek o lrrrk

mnkgj.k 3-	  − +
 − 

2 22
lim
x a

x ax a
x a

	dk eku Kkr dhft,A

gy %   
→

 − +
 − 

22 22
lim
x a

x ax a
x a

 :�
2( )

lim
x a

x a
x a→

−
−

: lim
x a→

����8�
��:�
�8�
�:�-� mÙkj

mnkgj.k 4- −
−

2

22

3 + 2
lim

+ 6x

x x
x x�

 dk eku Kkr dhft,A

gy %
2

22

3 2
lim

6x

x x
x x→

− +
+ −

 :�
2

( 2) ( 1)
lim

( 2) ( 3)x

x x
x x→

− −
− +

�:�
2

( 1)
lim

( 3)x

x
x→

−
+ <��� ≠ �=

:
2 1
2 3

−
+

�:�
1
5
� mÙkj

fLFkfr 3 �3���	)�% vifjes; iQyu dh lhek��3�,�����������������������

;fn���:������vkSj����� ,d vifjes; iQyu gS rks������dh lhek Kkr djus osQ fy, igys iQyu dks ifjes; cuk
yhft, fiQj fLFkfr���dh rjg lhek Kkr dj yhft,A

mnkgj.k 5- −3

0

1 + 1
lim
x

x
x�

	dk eku Kkr dhft,A

gy%	 	
3

0

1 1
lim
x

x
x→

+ − �:�

1
3

0

(1 ) 1
lim
x

x
x→

+ −

:

2

0

1 1
1

1 3 31 ...... 1
3 2!lim

x

x x

x→

 −  + + + ∞ −

:
0

1 2
1 3 3lim ......
3 2!x

x

→

 −  + + ∞ �:�
1 1

0
3 3

+ = � mÙkj

mnkgj.k 6- fl¼ dhft, %	 − −1/2 1/2

0

(1 + ) (1 )
lim
x

x x
x�

	
	�"

gy% 
1 / 2 1 / 2

0

(1 ) (1 )
lim
x

x x
x→

+ − − �:�
0

1 1
lim
x

x x
x→

+ − −

:
0

1 1 1 1
lim

1 1x

x x x x
x x x→

+ − − + + −
×

+ + −

:
0

(1 ) (1 )
lim

( 1 1 )x

x x

x x x→

+ − −
+ + −

�:�
0

2
lim

( 1 1 )x

x

x x x→ + + −
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:
0

2 2
lim

1 11 1x x x→
=

++ + −
�:��� mÙkj

fLFkfr '	�3���	'�% iQyu dh lhek Kkr djuk] tc ��→ ∞�

,sls iQyuksa esa igys���:�
1
Z
�j[kdj lhek dk :i���→ ∞�dks cnydj�3�→ -�osQ :i esa j[k nhft,A fiQj fLFkfr

��dh Hkk¡fr lhek fudky yhft,A

mnkgj.k 7- 
∞

29 + 3 + 7
lim 25 + 2 + 1x

x x

x x�

	dk eku Kkr dhft,A

gy % Li"V gS fd ;fn ��:�∞ j[kk tk, rks va'k vkSj gj 
∞
∞

 gks tk;sxhA blfy, va'k vkSj gj nksuksa esa ��

dk Hkkx nsus ij

2

2

9 3 7
lim

5 2 1x

x x
x x→ ∞

+ +
+ +

	:
2

2

3 7
9 9 0 0

lim
2 1 5 0 05

x

x x

x x
→ ∞

+ + + +=
+ ++ +

:
9
5
9�tcfd���→�∞

pw¡fd ��→�∞ blfy, 2 2

3 7 2 1
, , ,

5x xx x
 'kwU; dh vksj vxzlj gksaxs rFkk iQyu 

9
5
 dh vksj vxzlj gksrk gSA

vr%
2

2

9 3 7
lim

5 2 1x

x x
x x→ ∞

+ +
+ +  :�

9
5
� mÙkj

mnkgj.k 8- fl¼ dhft, fd −−
−

1lim =
m m

m

x

x a
ma

x a�

�	tgk¡ ��dksbZ ifjes; la[;k gSA

gy % izFke fof/ % ck;k¡ i{k : lim
m m

x a

x a
x a→

−
−

:
1 2 3 2 1( ) ( .... )

lim
( )

m m m m

x a

x a x x a x a a
x a

− − − −

→

− + + + +
−

: 1 2 3 2 1lim ( .... )m m m m

x a
x x a x a a− − − −

→
+ + + + 9�tc ��≠�
�

: 1 1 1....m m ma a a− − −+ + + �:� 1mma − �: nk;k¡ i{kA

f}rh; fof/ % lim ,
m m

x a

x a
x a→

−
− ���:�
�;�,�j[kus ij vkSj tc���→�
��,�→�-�

:
0

( )
lim

( )

m m

h

a h a
a h a→

+ −
+ −

�:�
0

1
lim

m
m m

h

ha a
a
h→

 + −  
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:

2

0

( 1)
1 .... 1

2
lim

m

h

h m m h
a m

a a

h→

 −    + + + −         

:
2

0

( 1)
....

2lim

m

h

m m m h
a h

a a
h→

− + + 
 

: 20

( 1)
lim .... , ( 0)

2!
m

h

m m m h
a h

a a→

− + + ≠ 
 

: 1m mm
a ma

a
−× = �:��nk;k¡ i{kA

fVIi.kh % ;g chth; iQyu dh lhek Kkr djus osQ fy, izeq[k lw=k osQ :i esa iz;qDr gksrk gSA

mnkgj.k 9- 
 
  0

lim 1 +
x

x

p
x�

	dk eku Kkr dhft,A

gy % lim 1 +
x

x

p
x→ ∞

 
  

miizes;�
1

lim 1 +
x

x x→∞

 
  

�:�	�osQ iz;ksx ls

lim 1 +
x

x

p
x→ ∞

 
  

�:�		��D;ksafd�
/

/
lim 1 .

/

px p
p

x p

p
e

x p→ ∞

   + =  
   

mÙkj

mnkgj.k 10- 
 
 − 1

log
lim

1x

x
x�

	dk eku Kkr dhft,A

gy % ��:���;�, j[kks] tcfd , cgqr gh NksVk gSA

vr%
1

log
lim

1x

x
x→ −
�:�

2 3

0 0

....log (1 ) 2 3lim lim
h h

h h
hh

h h→ →

− + −+ =
− −

:
2

0
lim 1 ....

2 3h

h h
→

 
− − + − 

 
��tc�,�≠ -��:�8��� mÙkj

mnkgj.k 11- −
0

lim
x -x

x

e e
x�

	dk eku Kkr dhft,A

gy %
0

lim
x x

x

e e
x

−

→

−
	:

2 3 2 3

0

1
lim 1 .... 1 ....

2! 3! 2! 3!x

x x x x
x x

x→

    
+ + + + − − + − +    

    

:
3

0

1
lim 2 ....

3!x

x
x

x→

  
+ +  
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:
2

0
lim 2 1 ....

3!x

x
→

  
+ +  

  
<� ��≠�-=

: �� mÙkj

mnkgj.k 12- −
0

lim
x

x

e
x�

� 	dk eku Kkr dhft,A

gy %
0

1
lim

x

x

e
x→

−
�:

2 3

0

1 .... 1
2! 3!

lim
x

x xx

x→

 
+ + + ∞ − 

 

:

2 3

0

....
2! 3!

lim
x

x xx

x→

 
+ + + ∞ 

  �:�

2

0

1 ....
2! 3!

lim
x

x xx

x→

 
+ + + ∞ 

 

: →

 
+ + + ∞ 

 

2

lim 1 ....
2! 3!x a

x x

: �tc���≠ -��:��� mÙkj

mnkgj.k 13- 
2

1 + 2 + 3 + .... +
lim
x

x
x��

 dk eku Kkr dhft,A

gy %
2

1 2 3 ....
lim
x

x
x→ ∞

+ + + +
	:

2

( 1)
lim

2x

x x
x→ ∞

+

:

2

2

1
1

lim
2x

x
x

x→ ∞

 +   �:�

1
1

lim
2x

x
→∞

+

:
1

.
2

1
lim 0
x x→ ∞

 =  
�

vr% vHkh"V eku�:�
1

.
2

mÙkj

mnkgj.k 14- fl¼ dhft, fd	 −
0

lim = log .
x x

ex

a b a
x b�

;k 
0

lim
x x

x

a b
x�

�

 dk eku Kkr dhft,A

gy % Li"V gS tc ��:�- rks va'k rFkk gj nksuksa 'kwU; gks tkrs gSaA vr% 
� rFkk �� dk ,DliksusUVh izes; dh
lgk;rk ls izlkj djus ij]

ck;k¡ i{k :�
0

lim
x x

x

a b
x→

−
:�

log log

0
lim

e ex a x b

x

e e
x→

−

: 

2 2

0

( log ) ( log )
1 log .... 1 log ....

2! 2!
lim

e e
e e

x

x a x b
x a x b

x→

   
+ + + − + + +   
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: 
2 2

0

[(l og ) (log ) ]
lim log log ....

2!
e e

e ex

x a b
a b

→

 −− + + 
 

: log log loge e e

a
a b

b
 − =   

 : nk;k¡ i{kA bfr fl¼e~A

mnkgj.k 15- iQyu	�����bl izdkj ifjHkkf"kr gS%

���� :�






1, > 0
-1, < 0
0, = 0

x
x
x

��

��

��

fn[kkb, fd	 lim
x��

����	vfLrRo esa ugha gSA

gy % ;gk¡ ij ��-�;�,��:���

∴ nf{k.k i{k lhek�: ��-�;�-��:�
0 0

lim
x → + ����4�:� 0 0

lim
x → + �����:��

vkSj ���-�8�,��: 8��

∴ oke i{k lhek�: ��-�8�-��:�
0 0

lim
x → − ������:� 0 0

lim
x → − ��8���:�8��

�
0 0

lim
x → +

������≠ 0 0
lim

x → − �����

vr% 
0

lim
x → ������ vfLrRo esa ugha gSA

mnkgj.k 16- fn[kkb, fd 
2

| – 2|
lim

– 2x

x
x�

 dk vfLrRo ugha gSA

gy % tc ��K��9 P���8���P�: ���8���

∴ ��O�3��:
2 0

lim
x → + ������:� 2 0

| 2|
lim

2x

x
x→ +

−
−

	:�
2 0

2
lim

2x

x
x→ +

−
−

�:��

3�O�3��:
2 0

lim
x → − ��������:� 2 0

| 2|
lim

2x

x
x→ −

−
−

�:�
2 0

( 2)
lim

2x

x
x→ −

− −
−

�:�8��

∴ ��O�3��≠ 3�O�3�

vr% 
2

| 2|
lim

2x

x
x→

−
− � dk vfLrRo ugha gSA

mnkgj.k 17- iQyu ���� ftlosQ fy,

�	���	

 ,


,

2x x
x
��

� � �

fn[kkb, fd	
1

lim
x� ������	
	�"

gy % �
1 0

lim
x → + ������:� 1 0

lim
x → + �����;�,��:� 0

lim
h→ �����;�,�

��:��

vkSj
1 0

lim
x → − ������:� 1 0

lim
x → − �����8�,��:� 0

lim
h→ ����8�,�

��:��
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1 0
lim

x → + ������: → −1 0
lim

x ������:��

vr%
1

lim
x → ������: ��

mnkgj.k 18- iQyu	�����fuEu izdkj ls ifjHkkf"kr gS%

���� 
	







 −

1
0 <

2
1

0, =
2

1
1 < 1

2

x, x

x

x, x

�

�

��

��

��

lim
x����

������dk eku Kkr dhft,A

gy % ����O�3��:��
1/2 0

1
0 lim ( )

2 x
f x

→ +

 + =  

:
0

1
lim

2h
f h

→

 +  
�:�

0

1
lim 1

2h
h

→

 − −  
�:�

0

1 1
lim

2 2h
h

→

 − =  

3�O�3��:
1/2 0

1
0 lim ( )

2 x
f f x

→ −

 − =  
�:�

0

1
lim

2h
f h

→

 −  

:
0

1 1
lim

2 2h
h

→

 − =  
∴ ��O�3��: 3�O�3�

vr%
1/ 2

1
lim ( ) .

2x
f x

→
= mÙkj

iz'ukoyh 012

fuEufyf[kr dk eku Kkr dhft, %

��
0

lim
x →

�%���8����;���� ��
0

1
lim .

x

xx

e
e→

−

��
/ 2

0

1
lim .

x

x

e
x→

−
��  

3

1

1
lim .

1x

x
x→

−
−

��
2

2

4
lim .

2x

x
x→

−
−

#�
20

1
lim .

x

x

e x
x→

− −

%�
2

0
lim
x

y
x→

 tgk¡ 2 2 3 .y ax bx cx= + + '�
2

2
lim

1x

x
x→ ∞ +
�

+�
0

tan
lim
θ →

θ
θ

� �-�
4 4

2 2lim .
x a

x a
x a→

−
−
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���
3

21

1
lim .

1x

x
x→

−
−

���
3

0

8
lim .

2x

x
x→

−
−

���
5 5

2 2lim .
x a

x a
x a→

−
−

���
1

1
lim .

1

n

x

x
x→

−
−

���
2

22

5 6
lim .

6 8x

x x
x x→

− +
− +

�#�
2

2

3 2 5
lim .

5 1x

x x
x x→ ∞

+ −
+ +

�%�
1

lim 1
x

x x→ ∞

 −  
� �'�

0
lim .

1 1x

x

x→ + −

�+� ;fn �����:�P�P9�rks fn[kkb, fd 
0

lim
x →  �����:�-�

�-�  ;fn �����: 
| 1|

1
x
x

−
− ] fn[kkb, fd 

1
lim
x →  ���� vfLrRofoghu gSA

��� iQyu ���� bl izdkj ifjHkkf"kr gS fd

���� :�

0 1
2 0
2 1

x x
x

x, x

 ≤


 − ≥

���

���

���

� �

� �

fn[kkb, fd 
1

lim
x →

������:���

��� fl¼ dhft, fd 
2

2

1
lim 1.

1

x

xx

e

e→ ∞

− =
+

���
1

1
lim

1

m

nx

x
x→

−
−

 dk eku fudkfy,A

mÙkj

�� � �� - ��
1
2

�� � �� �

#�
1
2

%� 
 '� � +� � �-� �
�

���
3
2

��� � ��� 35
2

a ��� # ���
1
2

�#� � �%�
1
e

�'� � ���
m
n

2-9 T;kferh; ifjHkk"kk �&��"�����������������

lkarR; ,oa vlkarR; �7������(������
�������(�% ;fn fdlh iQyu ���� dk ys[kkfp=k �*��"/�
[khpus ij tks oØ izkIr gksrk gSA og bl izdkj gks fd fdlh fcUnq ��:�
 ij VwVrk �����B� u gks]
(Hkax u gksrk gks) rks iQyu ���� ml fcUnq ij larr ��������
� dgykrk gSA
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�� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

K

a
( )i ( )ii

a
( )iii

a

blosQ foijhr ;fn fdlh fcUnq ��:�
 ij iQyu ���� dk ys[kkfp=k VwV �����B� tk, rks fcUnq ��:�
 ij iQyu
���� vlrr ���
�������
� dgyk;sxkA iQyuksa osQ fuEu ys[kkfp=kksa dks ns[kdj Kkr gksrk gS fd fp=k ���
esa ���� osQ ys[kkfp=k esa fcUnq ��:�
 ij fdlh mQ¡pkbZ mnkgj.kkFkZ � dk ,d ^mNky* ���,"� gS fd ;fn ge
ys[kkfp=k osQ vuqfn'k ck;ha vksj ls nk;ha vksj py jgs gksa rks ��:�
 ,d Hkax �����B� gS vkSj gesa ��:�
 dh
,d vksj ls nwljh vksj pyus esa iasfly dks mBkuk iM+sxkA iQyu ����� dk oØ Hkh ��:
� ij Hkax �����B� gSA

iQyu �������:�
 ij Hkax �����B� ugha gS vFkkZr~ oØ bl izdkj gS fd VwVrk ugha gSA vr% iQyu
����9���:�
 ij larr gSA

mnkgj.k ��� ;fn ge iQyu ��:��� dk ys[kkfp=k [khaps rks ;g ,d
ijoy; gksrk gS tSlk fd vkÑfr esa fn[kk;k x;k gSA ,sls iQyuksa osQ
ys[kkfp=k ij ;fn ge nkfgus ls ck;sa ;k ck;sa ls nkfgus ,d rjiQ ls
nwljh rjiQ pysa rks ge dksbZ Øe&Hkax ugha ik;saxs vkSj ;fn ge
ys[kkfp=k ij ,d fdukjs ls nwljs fdukjs ij isafly pyk;sa rks chp esa
dgha Hkh iasfly mBkuh ugha iM+sxhA ;g iQyu larr iQyu �7������

������� gSA

mnkgj.k ���� ��:�

2

2

1
< 1

2
1 1

1
1 > 1

2

x x

x

x , x









���

���

���

�

� �

�

dk ys[kkfp=k ;fn ge [khaps rks nks fofHkUu ijoy; rFkk ,d fcUnq (1] 1) izkIr gksxk tSlk fd vkÑfr esa fn[kk;k
x;k gSA ;gk¡ ;fn ge nkfgus ls ck;sa ;k ck;sa ls nkfgus pysa rks] ��:
� ij Øe Hkax gS vkSj ;fn ge ��:�� osQ ,d rjiQ ls nwljh rjiQ
isafly pyk;sa rks ��: � ij isafly dks mBkuk ��������� iM+sxkA ;g
iQyu vlarr ���
�������
� gSA

ge ns[krs gSa fd ;fn fdlh fcUnq ij iQyu vlarr gS rks ml fcUnq
ij iQyu osQ eku esa ,dk,d Nykax �
�������,"� gksrh gS
tcfd larr iQyu dk eku] � dk eku cnyus ij /hjs&/hjs cnyrk
gSA vr% ;fn fdlh fcUnq ��:�
 ij iQyu larr gS rks P������8��
�
��P dk eku] � dks 
 osQ cgqr lfUudV pqudj LosPNkuqlkj NksVk fd;k tk ldrk gSA

y

O xX� X

Y

Y�

2 1 1 2

1

2
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2-10  fdlh fcUnq ij iQyu dk lkarR;
��3�������������������������������

dkW'kh ifjHkk"kk �����/�6�	��2��������% ,d iQyu �������	
	� ij larr dgykrk gSA ;fn ,d
LosPN ����������� pquh xbZ /ukRed la[;k 	 tks fdruh Hkh NksVh gks fdUrq 'kwU; u gks] osQ fy, ge
	 ij fuHkZj ,d ,slh /ukRed la[;k 
� ,slh izkIr dj losQ fd *�����	�	����	*	.		��� osQ mu lHkh
ekuksa osQ fy, ftuosQ fy,

%	.	*	�	���	*	.	
"

vFkkZr~ vUrjky �
�8�δ9�
�;�δ� osQ fdlh Hkh fcUnq � ij iQyu ���� rFkk ��
� dk /ukRed vUrj ,d
LosPNr;k fufnZ"V /ukRed la[;k ε ls Hkh de gks] rks iQyu ���� fcUnq ��:�
 ij larr dgykrk gSA

oSdfYid ifjHkk"kk% iQyu �����9���:�
 ij larr �7������
� dgykrk gS ;fn lim
x a→

 dk vfLrRo gks

vkSj og ��:�
 ij iQyu osQ eku osQ cjkcj gksA

uksV~l lim
x a→

�������:���
��vFkkZr~ <�����dh lhek] tc ��→�
=�: <iQyu dk eku] tc ��:�
=

vr% ;fn ��
�;�-��:���
�8�-��:���
�9 rks ���� dks ��:�
 ij larr dgrs gSaA vU;Fkk ��:�
 ij iQyu vlarr

gSA iQyu ���� fcUnq ��:�
 ij larr dgykrk gS ;fn iQyu fuEufyf[kr rhu 'krks± dh iqf"V djs %

1- ;fn iQyu ����9���:�
 ij ifjHkkf"kr gks vFkkZr~ ��:�
 ij iQyu dk ,d fuf'pr eku gksA

2- tc � dk eku 
 dh vksj vxzlj gks] rc ���� fdlh lhek dh vksj vxzlj gks vFkkZr~ lim
x a→

������ dk vfLrRo

gksA

3-  lim
x a→

������:���
� gksA

2-11 lkarR; dk T;kferh; vFkZ �&��"�������� ���!����3��������

eku yks (� iQyu ���� dk ys[kkfp=k gSA bl ys[kkfp=k esa fcUnq '<
9����
�= ij fopkj djksA ;fn ε�dksbZ LosPNr;k
fufnZ"V /ukRed la[;k gS rks js[kk,¡ ��:���
��8ε9���:���
�
;�ε9��$v{k osQ lekUrj vkSj ' osQ uhps dh vksj rFkk mQij
dh vksj gksxhA

fn;s gq, ε osQ laxr ��:�
 osQ ifjr% ge ,d vUrjky
ftldh pkSM+kbZ �δ gS] Kkr dj ldrs gSa ftls js[kk ��:�

osQ nksuksa vksj rFkk �Av{k osQ lekUrj js[kkvksa ��:�
���δ
vkSj ��:�
� �δ }kjk iznf'kZr fd;k tk ldrk gSA

;fn nks js[kkvksa ��:�
�8�δ9���:�
�;�δ osQ chp iQyu ����
osQ ys[kkfp=k dk izR;sd fcUnq nks js[kkvks a �� :� 


Y

O

C

A

f a( )

Q

F H

E x a=

P

D

B

G

y
f x

=
(

)

X
R
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8�ε9���:�
�;�ε osQ chp esa Hkh gks rks iQyu ���� fcUnq ��:�
� ij larr gSA

mnkgj.kr % ��� vpj iQyu ���
�����������������:��9�� osQ izR;sd okLrfod eku osQ fy, larr gSA

���� iQyu �����:�
��� rFkk �����:���
����� osQ izR;sd okLrfod eku osQ fy, larr gSA

2-12 fdlh fcUnq ij iQyu dk lkarR; Kkr djus dh fof/ � ��$����������!
3��������������������������4����

lhek ���,��� dh ifjHkk"kk ls Li"V gS fd lim
x a→

������ dk vfLrRo ��!�
����� rHkh gksrk gS] tc

���� dh oke i{k lhek 
	���� dh nf{k.k i{k lhek

vFkkZr~ lim
x a−→ �������:� lim

x a+→ �����

vFkok �����
�8�-��:���
�;�-�

vr% fcUnq ��
�� ij iQyu ���� dk lkarR; ������������ iznf'kZr djus osQ fy, gesa fn[kkuk pkfg,
fd bl fcUnq ij ���� dh oke i{k lhek 
	���� dh nf{k.k i{k lhek 
 iQyu dk eku

1�2�	0���	1����	
	���/�	0���	1����	
	7�!��	�2	�/�	2�������

vFkkZr~ lim
x a−→ �������:� lim

x a+→ ����������
�

vFkok �����
�8�-��:���
�;�-��:���
�

nf{k.k i{k lhek ���O�3�� osQ fy, ���� esa ��:�
�;�, j[kks] tgk¡ ,�→ -9 tc ��→ 


oke i{k lhek �3�O�3�� osQ fy, ���� esa ��:�
�8�, j[kks] tgk¡ ,�→ -9 tc ��→ 


2-13 ,d vUrjky esa iQyu dk lkarR;
�3����������������������������	���

,d iQyu ���� fdlh foo`r vUrjky �
9��� esa larr dgk tkrk gS ;fn ;g vUrjky �
9��� esa � osQ lHkh ekuksa
osQ fy, larr gSA

iQyu ���� fdlh lao`r vUrjky ����
�������	����<
9��= esa larr dgk tkrk gS] ;fn

��� ;g � osQ mu lHkh ekuksa osQ fy, larr gks ftlosQ fy, 
�L���L��

����
0

lim
x a→ +   �����:����
�

�����
0

lim
x b→ −

 �����:������

vFkkZr~ iQyu [kqys vUrjky �
9��� esa larr gks rFkk ��:�
 ij nf{k.k i{k ls rFkk ��:�� ij oke i{k ls larr
gksA

,d vUrjky esa vlkarR; ���
�������(���������	���% iQyu ���� fdlh vUrjky esa vlarr dgk
tkrk gS ;fn ;g vUrjky esa fdlh ,d fcUnq ij vFkok cgqr ls fcUnqvksa ij vlarr gksA
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2-14 larr iQyuksa ij izes; �/$����"���3������
�������
�

��� ;fn ���� vkSj ���� nksuksa fdlh fcUnq ��:�
�ij larr gksa rks ���� ±  ���� Hkh ��:�
�ij larr
gksxkA

���� ;fn ���� vkSj ���� nk suk s a fdlh fcUnq �� :� 
� ij larr gS a rk s ���� ����� Hkh
��:�
�ij larr gksxkA

����� ;fn ���� fdlh fcUnq ��:�
�ij larr gS vkSj � ,d fuf'pr okLrfod la[;k gS rks ������ Hkh
��:�
 ij larr gksxkA

���� ;fn ���� vkSj ���� fdlh fcUnq ��:�
�ij larr gS vkSj ��
��≠ 0 rks ( )
( )

f x
g x

 Hkh ��:�
�ij larr

gksxkA

��� ;fn ����9���:�
�ij larr gS vkSj �5
��≠ 0 rks 1
( )f x

 Hkh ��:�
�ij larr gksxkA

���� ;fn ����9���:�
�ij larr gS rks 1�����P�Hkh ��:�
�ij larr gksxkA

mnkgj.k 1- fn[kkb, fd iQyu ����	
	��	�	����	
	# ij larr gSA

gy %
2

lim
x →

������:���:�������

vr% iQyu ��:��� ij larr gSA

mnkgj.k 2- iQyu ����	
	
−
1

2x
�	��
	# ij vlarr gSA fl¼ dhft,A

gy %  �������� ifjHkkf"kr ugha gS (gj 'kwU; gS)A

�����
2

lim
x → ������ dk vfLrRo ugha gS (∞ osQ cjkcj gS)A

��:�� dks NksM+dj vU; izR;sd fcUnq ij iQyu larr gSA vr% ��:��
ij iQyu vlkarR; ���
�������(� gSA

mnkgj.k 3- fn[kkb, fd iQyu ����	
	
−
−

2 4
2

x
x

���		
	# ij vlarr

���
�������
� gSA

gy % ���������ifjHkkf"kr ugha gS (va'k vkSj gj nksuksa 'kwU; gSa)A

���� 
2

lim
x → ������:���

vr% iQyu ��:�� vlarr gSA

mnkgj.k 3 esa vlkarR; dks nwj fd;k tk ldrk gS D;ksafd iQyu dks iqu%

�����:�
2 4

2
x
x

−
−

9���≠��H�ifjHkkf"kr djosQ �����:���

O

Y

X2

O 2

4

Y

X
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�� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

�����:�
2 4

2
x
x

−
−

vkSj������:���;���osQ xzkiQ leku gSa tcfd igys esa Nsn �/���� gSA

mnkgj.k � esa vlkarR; dks nwj ugha fd;k tk ldrk D;ksafd lhek dk Hkh vfLrRo ugha gSA

mnkgj.k 4- D;k iQyu	����	
	
,





sin
0

1, = 0

x
x

x
x

����

���

�ewyfcUnq ij larr gS\

gy % ����9���:�- ij larr ��������
� gS D;ksafd ��-��:��9 (fn;k gS)

rFkk
0

sin
lim
x

x
x→

:���:����-��

mnkgj.k 5- fn[kkb, fd iQyu	����	
	
,





sin 2x
x

x
x = 

��

��

� �

�� �

	ewyfcUnq ij vlarr gSA

gy % ����9���:�-�ij vlarr ���
�������
� gS D;ksafd ��-��:��

rFkk
0

lim
x → ������: 0

sin 2
lim
x

x
x→

: �
0

2sin
lim .
x

x
x→

��
���:�������
�-��:��

vFkkZr~ ���-��≠�
0

lim
x → ������

O;k[;kRed mnkgj.k

mnkgj.k 1- ����	
	




2, < 0
0

x
x , x

��� ����
��������

 dk vkys[k [khafp,A fl¼

dhft, fd iQyu ewyfcUnq ij vlarr ��������������� gSA

gy % ���� dk vkys[k [khapuk vfr ljy gSA ;g vkÑfr es fn[kk;k x;k
gSA Li"V gS fd fcUnq ��:�- ij vkys[k esa ,d mNky ���,"� gSA vc
ge nf{k.k i{k vkSj oke i{k lhekvksa dh tk¡p djrs gSaA

ewyfcUnq ��	
	%� ij nf{k.k i{k lhek ��"0"1"�(

��≥�-�osQ fy,] ���� :��

����;�,� :����;�,�

��-�;�,� :��-�;�,�

0
lim
h→ ���-�;�,� :�

0
lim
h→ �,

∴ ��-�;�-� :�- ������

–2 2

2

–2

Y

XO
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����������	�

�����������
��� ��

bdkbZ��� lhek o lrrrk

ewyfcUnq ij oke i{k lhek �1"0"1"�	������ osQ fy,�

������osQ fy,] ���� :��

����8�,� :��

��-�8�,� :��

0
lim
h→ ���-�8�,� :��

∴ ��-�8�-� :�� �������

vr% ��� rFkk ���� ls ��-�;�-��≠ ���-�8�-�

vr% ��:�- ij iQyu ���� vlarr ���
�������
� gSA

(uksV% fo|kfFkZ;ksa dks pkfg, fd og n'kkZ;sa fd ��:�- ij ���� nf{k.k larr gSA)

mnkgj.k 2- ;fn ����	
	*�	�	�	*	�	*	�	�	#	*� tgk¡ � dksbZ Hkh okLrfod la[;k gS] rks fl¼ dhft,
fd iQyu �����	�	
	�	rFkk �	
	�# ij larr gSA

gy % ��:�� ij nf{k.k lhek ���O�3��

���� ��P��8���P�;�P���;���P

����;�,� ��P��;�,�8���P�;�P��;�,�;��P

����;�,� :�P���;�,�8���P�;�P���;�,�;���P

0
lim
h→ �����;�,� :� 0

lim
h→ �<�P,�P�;�P���;�,�P�=

:�P�-�P�;�P���;�-�P�:��

��:���ij oke i{k lhek��3�O�3��
����8�,� ��P��8�,�8���P�;�P��8�,�;��P
����8�,� ��P��8�,�P�;�P��8�,�P

0
lim
h→ �����8�,� :� 0

lim
h→ �<�P,�P�;�P���8�,�P�=

: P�-�P�;�P���8�-�P�:��
3�O�3� :���O�3�

vr% ��:��� ij larr gSA

��:�8�� ij nf{k.k lhek ���O�3��
���� ��P��8���P�;�P���;���P

��8���;�,� ��P8���;�,�8���P�;�P8���;�,�;��P
��P,�8���P�;�P�,P

0
lim
h→ ���8���;�,� :� 0

lim
h→ �<�P,�8��P�;P�,�P�=

:�P�8���P�;�P�-�P�:��

��:�8�� ij oke i{k lhek �3�O�3��
���� ��P��8���P�;�P���;���P

��8���8�,� ��P8���8�,�8���P�;�P8���8�,�;��P
��P8���8�,�P�;�P���,�P
��P��;�,�P�;�P�,�P
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�� ����������	�

�����������
���
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0
lim
h→ ���8���8�,� :�

0
lim
h→

�<�P���;�,P�;P�,�P�=

:��
3�O�0� :���O�0�

vr%���:���ij larr gSA

mnkgj.k 3- fn[kkb;s fd iQyu	����	
	 ,
a−

1
x

��
���ij vlarr gSA

gy % 3�O�3��: lim
x a−→ ������:� 0

lim
h→ ���
�8�,�

:
0

1
lim

( )h a h a→ − −
�:�

0

1
lim
h h→

= − ∞
−

��O�3� :�
0

lim
x a→ + ������:� 0

lim
h→ ���
�;�,�

:
0 0

1 1
lim lim

( )h ha h a h→ →
=

+ −
�:�∞

∴ 3�O�3��≠ ��O�3�
vr% iQyu ��:�
�ij vlarr gSA mÙkj

mnkgj.k 4- fn[kkb;s fd ����	
	*	�	*�	�	
	% ij larr gSA

gy % ;gk¡ ���-��:�P�-�P�:�-

��3�O�3��:�
0

lim
x −→

������:�
0

lim
h→ ���-�8�,�

: 0
lim|0 |
h

h
→

− �:�
0

lim
h→

�,��:�-

��O�3��: 0
lim
x +→ �����:� 0

lim
h→ ���-�;�,�

: 0
lim|0 |
h

h
→

+ �:�
0

lim
h→

�,��:�-

∴ 3�O�3��: ��O�3��:���-�

vr% iQyu ��:�- ij larr gSA mÙkj

mnkgj.k 5- fn[kkb;s fd	����	
	
,





1
2 1
x x

x
�

�

�
� �

�

���

���

fcUnq �	
	� ij vlarr gSA

gy % fn;k gqvk gS]������:��

lim ( )
x

f x
→1 + 0

�:
0

lim (1 )
h

f h
→

+ �:� 2

0
lim (1 )
h

h
→

+ �:��

vkSj
1 0

lim ( )
x

f x
→ −

�:
0

lim (1 )
h

h
→

− �:�
2

0
lim (1 )
h

h
→

− �:��

∴
1

lim ( )
x

f x
→

�: ��≠����

vr% iQyu���:���ij vlarr gSA mÙkj
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����������	�

�����������
��� ��

bdkbZ��� lhek o lrrrk

mnkgj.k 6- � osQ fdl eku osQ fy, iQyu ����	�	
	

 − ≠ −


,
4

2 16
4

, 4

x x
x
k x �

�	
	'	ij larr gSA

gy % ����:���ij ���� dk eku � gSA

∴ �������: �

��:���ij ��O�3��:
0

lim ( )
x

f x
→ 4 +

�:�
0

lim (4 )
h

f h
→

+

:
2

0

(4 ) 16
lim

4 4h

h
h→

+ −
+ −

�:�
2

0

16 8 16
lim
h

h h
h→

+ + −

:
0

( 8)
lim
h

h h
h→

+
�:�

0
lim ( 8),
h

h
→

+ ���,�≠�-

: '

blh izdkj 3�O�3��:
4 0

lim ( )
x

f x
→ −

�:�
0

lim (4 )
h

f h
→

−

:
2

0

(4 ) 16
lim

4 4h

h
h→

− −
− −

�:�
2

0

16 8 16
lim
h

h h
h→

+ − −
−

:
0

lim ( 8)
h

h
→

− + 9�,�≠�-

: '

fn;k gS fd iQyu ��≠�� ij larr gSA
3�O�3��: ��O�3��:�����

'�: '�:��

vr% ��: '� mÙkj

VkLd � osQ fdl eku osQ fy, ���� 

2 25
, 5

5
, 5

x
x

x
k x

 −
 −


�

�

��:�� ij larr gSA �mÙkj%���:��-

mnkgj.k 7- iQyu ���� dks fcUnq �%�	%� ij lkarR; dk ijh{k.k dhft, tc

����	

 ≠



,
| |

0

1, =0.

x
x

x
x

gy % ;gk¡ ���-��:��

3�O�3��:
0 0

lim ( )
x

f x
→ −

�:�
0

lim (0 )
h

f h
→

−

:
0

|0 |
lim

0h

h
h→

−
− �:�

0
lim
h

h
h→ − �:�8�
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�� ����������	�

�����������
���
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��O�3��:
0 0

lim ( )
x

f x
→ +

�:�
0

lim (0 )
h

f h
→

+

:
0

|0 |
lim

0h

h
h→

−
+ �:�

0
lim
h

h
h→
�:���

∴ ��O�3��≠ 3�O�3�

vr% iQyu ��:�-�ij vlarr gSA

� 3�O�3��:���O�3��:�����

vr% ��:�� ij iQyu larr gSA mÙkj

mnkgj.k 8- ;fn ����	
�
,

,
,




 −

3 1
11 1
5 2 1

ax b x
x

ax b x

� �

�

�

���

���

���

�	
	�	ij ,d larr iQyu gS] rks ��vkSj � osQ eku Kkr dhft,A

gy % pw¡fd fn;k gqvk iQyu ����9���:�� ij larr iQyu gSA vr%

lim ( )
x

f x
→1

�: ����

⇒
0

lim ( )
x

f x
→ 1 +

: ����

⇒
0

lim (1 )
h

f h
→

+ �: ��

0
lim 3 (1 )
h

a h b
→

+ + �: ��

�
�;���: �� ������

blh izdkj]
1 0

lim ( )
x

f x
→ −

�: ��

⇒
0

lim 5 (1 ) 2
h

a h b
→

− − �: ��

⇒ �
�8����: �� �������

leh- ��� o ���� dks gy djus ij


�: �9���:��� mÙkj

mnkgj.k 9- iQyu ���� ,d vUrjky 4%�	�5 esa fuEu izdkj ls ifjHkkf"kr gSµ

����	
	 ,



 −





−



0, = 0
1 1

0 < <
2 2
1 1

=
2 2
2 1

< < 1
3 2
1, 1

���

���

���

���

���

x

x, x

x

x, x

x =

mu fcUnqvksa dks Kkr djks ftu ij iQyu vlarr gSA
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����������	�

�����������
��� ��

bdkbZ��� lhek o lrrrk

gy % ���	�	
	% ij lkarR; ��-��:�-

��O�3��: lim ( )
x

f x
→ 0 + 0

�:� lim (0 )
h

f h
→ 0

+

:
1 1

lim (0 ) 0
2 2h

h f
→ 0

 − + = ≠ ( ) 
 

∴ iQyu ��:�- ij vlarr gSA

������	
	
1
2
 ij lkarR; 1 1

2 2
f   =  

3�O�3��:
0

lim ( )
x

f x
→ 1/2 −

�:�
0

1
lim

2h
f h

→

 −  

:
0

1 1
lim 0

2 2h
h

→

  − − =    

��O�3��:
1/2 0

lim ( )
x

f x
→ +

�:�
0

1
lim

2h
f h

→

 +  

:
0

2 1
lim

3 2h
h

→

  − +    
�:�

0

1 1
lim .

6 6h
h

→

 − =  

∴ 3�O�3��≠ ��O�3�

vr% iQyu ��:�
1
2
 ij vlarr gSA

�������	
	� ij lkarR; �����:��

3�O�3��: lim ( )
x

f x
→ 1 − 0

�:� lim (1 )
h

f h
→ 0

−

:
2 1

lim (1 ) (1)
3 3h

h f
→ 0

 − − = − ≠ 
 

mÙkj

vr% iQyu ��:�� ij vlarr gSA

mnkgj.k 10- iQyu ���� dh �	
	%�	� ij lkarR; dk ijh{k.k dhft, tc

����	
 *���*	�	*	�	�	�	*	;k

����	

,

,
,

 −


 −

1 2 0
1 0 1
2 1 1

���

���

���

x x
x

x x

�

� �

�

gy % �����	
	%	ij lkarR;
��-��: �

��O�3��: lim ( )
x

f x
→ 0 + 0

�:� lim (0 )
h

f h
→ 0

+ �:� lim (1) 1
h → 0

=

3�O�3��:
→ 0 − 0
lim ( )

x
f x �:� lim (0 )

h
f h

→ 0
−

: lim (1 2 ) 1
h

h
→ 0

+ =
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�� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

∴ 3�O�3��: ��-��:���O�3�

vr% iQyu ��:�- ij larr gSA

�������:�� ij lkarR;

�����: ���G���8����:��9

3�O�3��:
1 0

lim ( )
x

f x
→ −

�:�
0

lim (1 )
h

f h
→

− �:�
0

lim (1) 1.
h →

=

��O�3�:
1 0 0

lim ( ) lim (1 )
x h

f x f h
→ + →

= + :�
0

lim {2 (1 ) 1}
h

h
→

+ −

:
→

+
0

lim {1 2 }
h

h �:��

∴ 3�O�3��: �����:���O�3�

vr% iQyu ��:�� larr gSA mÙkj

mnkgj.k 11- iznf'kZr djks fd tks iQyu �����	�����
 fuEu izdkj ls ifjHkkf"kr gS%

����	

,




 ,

1

x

x

e
x

e
x

� �
�

� � �

��

��

��-�%�vlarr ��������������� gSA

gy % ��:�- ij fn;k gqvk gS fd

��-��: - ������

��:�-�ij nf{k.k i{k lhek ���O�3��%

����;�,��:
1/ ( )

1 /( )1

x h

x h

e
e

+

++

��-�;�,� :�
1/ (0 )

1(0 )1

h

h

e
e

+

++

∴ 0
lim (0 )
h

f h
→

+ �:
1/

1/ 1 / 10 0

1
lim lim

1

h

h hh h

e
e e− +→ →

=
+

vr% ��-�;�-��:
1

1,
0 1

=
+ <��

1/

0
lim h

h
e−

→ �:�-= �������

��:�- ij oke i{k lhek �3�O�3��%

����8�,��:
1/( )

1 /( )1

x h

x h

e
e

−

−+

��-�8�,� :�
1/(0 ) 1 /

1 /(0 ) 1 /1 1

h h

h h

e e
e e

− −

− −=
+ +
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����������	�

�����������
��� ��

bdkbZ��� lhek o lrrrk

∴
0

lim (0 )
h

f h
→

− :
1/

1/0
lim

1

h

hh

e
e

−

−→ +

vr% ��-�8�-��:
0

0
1 0

=
+

��������

���� rFkk ����� ls nf{k.k i{k lhek ≠ oke i{k lhek
vr% fn;k gqvk iQyu ��:�- ij vlarr gSA mÙkj

mnkgj.k 12- ,d iQyu ���� fuEukuqlkj ifjHkkf"kr gS%

�����



 −

 −

,1

.2

1
2 2

1
2

2

x, x
x x

x x x

�

� �

�

D;k ����9���:���vkSj ��:�� ij larr gS\

gy% igys ge ��:�� ij tk¡p djrs gSaA

vr% ��:�� ij �����:���8�� ls �����:���8���:�� ������

��:�� ij nf{k.k i{k lhek ���O�3�������K � osQ fy, �����:���8��

vc ����;�-��:
0

lim (1 ) lim 2 (1 )
h h

f h h
→ → 0

+ = − +

:
0

lim 1
h

h
→

− �:�� �������

��:�� ij oke i{k lhek �3�O�3�� �������:��9

����8�-��:
0

lim (1 ) lim (1 ) 1
h h

f h h
→ → 0

− = − = ��������

vr% ���9 ���� o ����� ls ��:���ij �����:�����;�-��:�����8�-��

vr% ��:�� ij ���� larr gSA

iqu% ��:�� ij �����:���8�� ls �����:���8���:�- �������

��:�� ij nf{k.k i{k lhek ���O�3�������K�� osQ fy, �����:�� 21
2

x x−

����;�-��: lim (2 )
h

f h
→ 0

+

: 21
lim (2 ) (2 )

2h
h h

→ 0
+ − +

: 21
lim 0;

2h
h h

→ 0
− − = ������

��:�� ij oke i{k lhek �3�O�3�� ����L�� osQ fy, �����:���8��

����8�-��: lim (2 ) lim 2 (2 )
h h

f h h
→ 0 → 0

− = − − �:�-� �������
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�� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

∴�����9����9����� ls]

�����: ����;�-��:�����8�-��:�-�

vr% ��:���ij ���� larr gSA

iz'ukoyh 2-2

fuEufyf[kr iQyuksa esa ls izR;sd osQ fy, vlkarR; ��������������� osQ fcUnq] ;fn dksbZ gS rks Kkr
dhft, vkSj ys[kkfp=k [khafp,µ

�" �����:�
1,
1, 0.

x
x

− ≤ 0
+ >

#" �����:�P��8���P�

)" �����:�P���P�;�P���8���P�

fn[kkb, fd fuEu iQyuksa esa ls izR;sd vius lEeq[k n'kkZ;s fcUnqvksa ij larr gS%

'" iQyu �����:����8�%��;��9���:��9�� ijA

�" �����:�

1
, 2

2
0, 2

x
x

x

 ≠ − +
 = − ���

+" ;fn �����:�
4, 5

5 24, 5
x x

x x

 − ≥
 − <

����

����

rks n'kkZb, fd ����9���:���ij ,d larr iQyu gSA

�" fl¼ dhft, fd iQyu ���� tgk¡

������:�
1, 2

2 3, 2
x x
x x

− <
 − ≥

gj fcUnq ij larr gSA iQyu dk ys[kkfp=k Hkh [khafp,A

fuEu iQyuksa osQ lkarR; dk ijh{k.k dhft,µ

�" �����: 

2 4
, 2

2
4, 2

x
x

x
x

 − ≠ −
 = ���

 " �����:�

 − ≠ −
 = ���

2 2

,

2 ,

x a
x a

x a
a x a

�%" �����:�
2 , 1

2, 1
x x

x

 ≠


= ���
��" �����:� 2

, 0
, 0.

x x
x x

≥
 <

�#" �����: 
1

,

0

x
x

x

 ≠ 0

3, = ���

�)" �����: 
| 3|

, 3
3

0 3.

x
x

x
x

− ≠ −
 , =

�'" �����: 
2

2

, 0
, 0
x x

x x

 − ≤


> ���
��" �����: 1/

1
, 0

1
0 0

x
x

e
x

 ≠ −
 , = ���
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����������	�

�����������
��� ��

bdkbZ��� lhek o lrrrk

�+" �����: 
1/ ,

0

xe x
x

 ≠ 0


0, = ���
��" �����: 1/

1
,

1
0

x x
e

x

 ≠ 0 +
0, = ���

��" �����: 
1

cos ,

1 0

x
x

x

 ≠ 0

 , = ���

� " �����: 
1

cos ,

0 0

x x
x

x

 ≠ 0

 , = ���

#%" �����: 
1

sin ,

0 0

x
x

x

 ≠ 0

 , = ���

#�" �����: 3

5 4, 0
4 3 , 1 2

x x
x x x

− < ≤ 1
 − < < ���

##" �����: 
2, 1 3

5, 3
8 , 3

x x
x

x x

+ − < <
 =
 − > ���

#)" fcUnq ��:���rFkk ��:�� ij iQyu dh larrrk Kkr dhft,A �����: 
3

0, 0 1
, 1 2

, 2 3
4

x
x x

x
x


 < <
 ≤ <

 ≤ <

���

���

���

#'" iQyu ���� dh ��:�-9��9�� ij larrrk Kkr dhft, tc

�����:�

2

2

,
5 4, 0 1
4 3 , 1 2
3 4, 2.

x x
x x
x x x
x x

− ≤ 0
 − < ≤


− < <
 + ≥

���

���

���

���

#�" ;fn �����:����;��9�tc � ≠ � rFkk �����:���tc ��:��9�rks Kkr dhft, fd ���� fcUnq ��:���ij
larr gS vFkok vlarrA

mÙkj

�� - �� dksbZ ugha �� dksbZ ugha '� larr

+� larr �-� vlarr ��� larr ��� vlarr

��� ��:��9�vlarr ��� ��:�-9�larr ��� vlarr �#� vlarr

�%� ��:�-9�larr �'� vlarr �+� vlarr �-� vlarr

��� larr ��� larr ��� gk¡ ��� lrr] ��:��9�� rFkk
vlarr ��:�- ij ��� vlarrA

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

2- cgqfodYih; iz'u �)����"���7/��������
���
�µ

���
3 3

lim
x a

x a
x a→

−
−  dk eku gSµ

�
� �
� ��� �
 ��� ��� �� ��
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vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

����
1

lim 1
x

x x→∞

 +  
 :�������

�
�
1
e

��� 	 ��� 8	 �� ∞

�����
0

lim log ....
x x

x

a b
e

x→

− =

�
�
b
a

���
1
b

���
a
b

��
a
b

−

���� ;fn ���� vkSj ���� nksuksa fdlh fcUnq ��:�
 ij larr gksa rks �����N�����9���:�
 ij D;k gksxk\

�
� larr ��� vlarr ��� laxr �� vlaxr

���

2

2

1
lim ......

1

x

xx

e

e→∞

− =
+

�
� � ��� �	 ��� � ��
1
e

2-15 lkjka'k �%�""����

• tc iQyu dh lhek Lora=k pj osQ eku osQ nkfguh vksj ls izkIr dh tkrh gS rks mls iQyu dh nf{k.k
i{k lhek ��"0"1"� dgrs gSa vkSj nkfguh vksj osQ fy, /u fpÉ dk iz;ksx djrs gq, lkaosQfrd :i
eas fuEu izdkj ls fy[krs gSaµ

nf{k.k i{k lhek : ��
�;�-�

: lim ( )
x a

f x
+→

�:�!��

• tc iQyu dh lhek Lora=k pj osQ eku osQ ck;ha vksj ls izkIr dh tkrh gS rks mls oke i{kh; lhek
dgrs gSa vkSj ck;ha vksj osQ fy, �8� fpÉ dk iz;ksx djrs gq, lkaosQfrd :i esa fuEu izdkj ls fy[krs
gSaµ

oke i{k lhek  :���
�8�-�

:� lim ( )
x a

f x
−→

:�!��

• nf{k.k i{k rFkk oke i{k lhek Kkr djus osQ fy, iQyu esa pj � osQ LFkku ij Øe'k% ���;�,� rFkk
���8�,� izfrLFkkfir dhft,A

• bl izdkj ��� ls izkIr iQyu � dks fn;s gq, fcUnq (eku yks 
) ls izfrLFkkfir dhft,A

• ,�→�- ij iQyu dh lhek Kkr dhft, <vFkkZr~ ���� ls izkIr iQyu dks mi;qZDr :i esa j[kdj ,�:
-�jf[k;s=A
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����������	�

�����������
��� ��

bdkbZ��� lhek o lrrrk

• ;fn fdlh iQyu �����dh ��:�
�ij nf{k.k i{k rFkk oke i{k nksuksa lhek,¡ fo|eku rFkk ,dleku gksa]
rks iQyu ���� dh ��:�
�ij lhek dk vfLrRo gksrk gSA

lim ( )
x a

f x
+→

:� lim ( )
x a

f x
−→

�:�!�(ekuyks)

• ;gk¡ !�iQyu dh lhek dgykrh gS rFkk bls ge fuEu izdkj ls O;Dr djrs gSaµ

lim ( )
x a

f x
→

 :�!��

• gesa lhek Kkr djus osQ fy, nf{k.k i{k o oke i{k nksuksa lhek,¡ Kkr djuh pkfg, ijUrq ekè;fed Lrj
ij ge lhek vf/dka'kr% lh/s gh Kkr djrs gSaA

• va'k vkSj gj nksuksa dks mlosQ mHk;fu"B xq.ku[k.M tks 'kwU; ugha] ls Hkkx nsuk rqjUr lEHko u gks rks Js.kh
izlkj ��!"�
�����
����
� ;k fdlh :ikUrj.k ����
���,����� osQ ckn ;g fØ;k laHko gks
ldrh gSA

• ;fn fdlh iQyu ���� dk ys[kkfp=k �*��"/� [khpus ij tks oØ izkIr gksrk gSA og bl izdkj gks fd
fdlh fcUnq ��:�
 ij VwVrk �����B� u gks] (Hkax u gksrk gks) rks iQyu ���� ml fcUnq ij lrr
��������
� dgykrk gSA

• iQyu ���� fdlh foo`r vUrjky �
9��� esa larr dgk tkrk gS ;fn ;g vUrjky �
9��� esa � osQ lHkh
ekuksa osQ fy, larr gSA

• iQyu ���� fdlh lao`r vUrjky ����
�������	����<
9��= esa larr dgk tkrk gS] ;fn

��� ;g � osQ mu lHkh ekuksa osQ fy, larr gks ftlosQ fy, 
�L���L��

����
0

lim
x a→ +   �����:����
� �����

0
lim

x b→ −
 �����:������

2-16 'kCndks'k �#��)���
�

• vuqØe �0�@�����µØe] flyflykA

• lrr �7�������(�µyxkrkjA

2-17 vH;kl&iz'u ���	��)����
���
�

1-
2 2

0

2
lim
x

x ax a
x a→

 − +
 − 

dk eku Kkr djsaA (mÙkj % ��)

2- fl¼ djsa fd 
→

− =
0

lim log .
x x

x

a b a
e

x b

3-
3

1

1
lim

1x

x
x→

−
− � dk eku Kkr djsaA (mÙkj % ))

4- iQyu �����:�
1

,

3 0

x
x

x

 ≠ 0

 , = ���

�osQ lkarR; dk ijh{k.k djsaA (mÙkj% vlarr)

5- n'kkZ,¡ fd �����:�1���1����:�- ij larr gSA
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vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

mÙkj % Lo&ewY;kadu ��
����������������	�
��

1- ��� nf{k.k i{k lhek ���� oke i{kh; lhek ����� vfLrRo ���� lhekar

��� ekè;fedA

2- ��� �
� ���� ��� ����� ��� ���� �
�

��� ���

2-18 lanHkZ iqLrosaQ �����$��������!
�

iqLrdsa 1- ,lsfU'k;y eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ uWV lsMsLVj] ihVj gkeUM] izSfUVl gkWy ifCy-

2- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkmQfUly iQkWj bdksukWfed ,tqosQ'kuA

3- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ fleksu vkSj Cywe µ ohok ifCyosQ'kuA

4- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ esgrk vkSj enukuh µ lqYrku pUn ,.M lUlA

5- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ ekydkWe] fudksyl] ;w-lh- yUnuA

6- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkyZ ih- fleksu] ykWjsUl CyweA

7- xf.krh; vFkZ'kkL=k µ ekbdy gSjhlu] iSfVªd okYMjuA

8- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ ;kekus µ izSfUVl gkWy bfUM;kA

9- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl ,.M iQkbukUl µ ekfVZu ukeZuA
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����������	�

�����������
��� ��

bdkbZ��� vodyu

bdkbZµ��% vodyu

��������������	��

vuqØef.kdk ����������

mís'; ��������	�
�

izLrkouk ������������

��� vody&xq.kkad vFkok vodyt �������������7����������

��� ifjHkk"kk ����������

��� fdlh vpj jkf'k dk vody&xq.kkad �������������7���������������7�
����

��� vpj jkf'k vkSj iQyu osQ xq.kuiQy dk vody&xq.kkad �������������7��������������/�
6������������7�
����������������

��� ���dk ��osQ lkis{k vody&xq.kkad �������������7������������������
"���������

��# nks iQyuksa osQ ;ksx ;k vUrj dk vody&xq.kkad �������������7�������������0�,���
0������������4��������
�

��% iQyu 	��dk � ��osQ lkis{k vody&xq.kkad] tcfd 	� � !"������� pj ?kkrh; gS
���������������������������������	����
"���������4/��	��
� !"�������

��' iQyu 
��dk ��osQ lkis{k vody&xq.kkad] tcfd 
�,d vpj gS �����������������������
����������
����
"���������4/��
��
����A	��������

��+ iQyu ��*����dk ��osQ lkis{k vody&xq.kkad] tcfd vk/kj pj ?kkrh; gS ������������
�����������������������*������
"����������4/����
���
� !"�������

���- iQyu ��*����dk ��osQ lkis{k vody&xq.kkad] tcfd y?kqx.kd dk vk/kj dksbZ vpj gS
������������� ����������� ��� ������� ��*��9� ��
"���� ��� ��4/�� ��
�� ��
3�*����/,��
����A	��������

���� nks iQyuksa osQ HkkxiQy dk vody&xq.kkad �������������7��������������/���������
���F4��������
�

���� lkjka'k �0�,,��(�

���� 'kCndks'k �.�(4���
�

���� vH;kl&iz'u ���	��4����
���
�

���� lanHkZ iqLrosaQ �����/��������*
�
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���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

mís'; ��������	�
�

bl bdkbZ osQ vè;;u osQ i'pkr~ fo|kFkhZ ;ksX; gksaxsµ

• vody&xq.kkad vFkok vodyt fudkyus esaA

• fdlh vpj jkf'k dk vody&xq.kkad Kkr djus gsrqA

• �� dk � osQ lkis{k vody&xq.kkad dh tkudkjh gsrqA

• nks iQyuksa osQ ;ksx] varj] xq.kk rFkk HkkxiQy dk vody&xq.kkad fudkyus gsrqA

izLrkouk	������������

eku yks �������

tc �����9�rks���:��9�tc �����9�����+�

���� ls c<+dj 3 gks tkrk gS rks � Hkh 4 ls c<+dj 9 gks tkrk gSA dksbZ pj fdruk c<+rk gS mls mldh o`f¼

�����,��� dgrs gSaA � dh o`f¼ dks izk;% δ� ls lwfpr djrs gSa vkSj ̂ MsYVk ,Dl*���������� dgdj i<+rs

gSaA

mi;qZDr mnkgj.k esa δ��:���8���:���vkSj δ����+�8���:��

;fn �� 1 ls cnydj -8 gks tk, rks δ��:��'�8���:�8����

uksV~l ;g è;ku j[kuk pkfg, fd δ� dj vFkZ :�δ�G�� ugha gS vFkkZr~ ;g δ vkSj � dk xq.kuiQy

u gksdj ,d izrhd �0(,���� gSA ;g ,dy jkf'k gSA

;g Hkh Li"V gS fd ;fn LorU=k pj dk eku�� ls cnydj �� �δ� gks tk, rks ijrU=k pj dk eku Hkh � ls
cnydj �� �δ� gks tk;sxkA

3-1 vody&xq.kkad vFkok vodyt	�������������3����������

eku yks ������9�� dk iQyu gSA eku yks � dk izkjfEHkd eku 3 gSA

fuEu lkj.kh esa fn[kk;k x;k gS fd � esa o`f¼ δ� gksus ij � esa o`f¼ δ��rFkk bu o`f¼;ksa esa vuqikr y
x

δ
δ

 osQ

eku esa fdl izdkj ifjorZu gksrk gSA ;gk¡�� osQ izkjfEHkd eku 3 esa 4] 3] 2] 1] ------ bR;kfn dh o`f¼ yh x;h

gSA

δ� u;k��������δ�� u;k��������δ�� δ�
y
x

δ
δ

� � �� �� ��

� 
 �
 �� �
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����������	�

�����������
��� ��

bdkbZ��� vodyu

�  � �
 �

� � �
 � �

��� ��� ��
� �
� 
��

���� ���� ���
�� ��
�� 
���

����� ����� ����
��� ���
��� 
����

������ ������ �����
���� ����
���� 
�����

� ����� 
���
������ 
������ 
����

bl lkj.kh ls Li"V gS fd

1- T;ksa&T;ksa δ� NksVk gksdj 'kwU; dh vksj vxzlj gksrk gS ��""����/�
�S���� R;ksa&R;ksa�δ� Hkh NksVk gksdj
'kwU; dh vksj vxzlj gksrk gSA

2- ijUrq bu nksuksa dk vuqikr 
y
x

δ
δ  NksVk gksus ij Hkh 'kwU; dh vksj vxzlj gksus osQ LFkku ij ,d fLFkj eku dh

vksj vxzlj gksrk gS tks bl mnkgj.k esa 6 gSA

vr% ifj.kke fudyrk gS fd tc�δ� vkSj blosQ ifj.kkeLo:i δ�� vR;Yi gks tksrs gSa rks 
y
x

δ
δ ] 6 dh vksj

vxzlj gksrk gSA nwljs 'kCnksa esa]

0
lim
xδ → �

y
x

δ
δ �: #

O;kid :i esa] ��� ��

∴ ��;�δ��: ���;�δ���

∴ ��;�δ��8���: ���;�δ����8���

∴ δ��: ���;����δ��;��δ����8���

∴ δ��: ���δ��;��δ���

∴
y
x

δ
δ �: ���;�δ�

∴ 0
lim
xδ → �

y
x

δ 
 δ  �: 0

lim
xδ →

�����;�δ��

∴
dy
dx

�: ��

0
lim
xδ → �

y
x

δ
δ �dks iQyu ��dk ��osQ lkis{k vody&xq.kkad �����������������������������4��/���
"���

������;k vodyt �����	���	���dgrs gSaA LorU=k pj osQ fdlh izdkj osQ lUnsg ls cpus osQ fy, dgk tkrk

gS fd iQyu dk ��osQ lkis{k vody&xq.kkad 0
lim
xδ → �

y
x

δ
δ  dks 

d
dx

 ��� ;k 
dy
dx

 fy[krs gSaA bl izdkj lhek
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Kkr djus dh bl fozQ;k dks vodyu djuk dgrs gSa ;k fdlh iQyu osQ vody&xq.kkad Kkr djus dh lafozQ;k
dks vodyu ����������������dgrs gSaA

D;k vki tkurs gSa
dy
dx

 :
0

lim
xδ →  

y
x

δ
δ

fo|kfFkZ;ksa dks 
y
x

δ
δ  rFkk 

dy
dx

 osQ vUrj dks cM+h lko/kuh ls le>uk pkfg,A 
y
x

δ
δ  ,d fHkUu gS ftlosQ va'k

vkSj gj dks ,d&nwljs ls vyx fd;k tk ldrk gS fdUrq 
dy
dx

 fHkUu ugha gS vfirq fHkUu 
y
x

δ
δ  osQ lhekar eku

���,���*�	����� dks izdV djus dk ,d laosQr ek=k gSA � dks � ls vyx ugha fd;k tk ldrkA bldks

� cVs � ����"���� i<+uk v'kq¼ gSA 
dy
dx

 dks Mh Mh ,Dl vkWiQ okbZ <�������= i<+k tkrk gS vkSj

tSls ge igys crk pqosQ gSa bldk vFkZ gS 
d
dx

 ��� vFkkZr~ � dk � osQ lkis{k vody&xq.kkadA

3-2 ifjHkk"kk ����������

;fn	��dk dksbZ iQyu ����	vkSj �	�	
� dk ogh iQyu ���	�	
�� gks rks 
→ 0

lim
x�

	
( ) ( )+ −f x x f x

x
�

�

dk lhekUr eku �!�������	8�!������ osQ lkis{k ����	dk vody&xq.kkad ;k vodyu ���22����9
���!	���22�������	dgykrk gSA

fVIi.kh 1- lk/kj.kr% vody&xq.kkad �������������������������dks dy
dx

9��′9���9�
( )

,
df x d

dx dx
�����9

�′����������9���′�bR;kfn laosQrksa ls izdV djrs gSaA

fVIi.kh 2- fdlh iQyu osQ vody&xq.kkad �������������������������dks Kkr djus dh fof/ dks iQyu
dk vodyu djuk �������������*��/����������dgrs gSaA

vr% ge ns[krs gSa fd vodyu dh fof/ esa pkj in �
��"
��gksrs gSa%

izFke inµ��dks ��;�δ��esa cnyuk rFkk ����;�δ���Kkr djukA

f}rh; inµvUrj ����;�δ���8������Kkr djukA

r`rh; inµvUrj dks δ��ls foHkkftr djuk vkSj bl izdkj 
( ) ( )f x x f x

x
+ δ −

δ  Kkr djukA

prqFkZ inµtc δ��'kwU; dh vksj vxzLr gksrk gS rc vuqikr 
( ) ( )f x x f x

x
+ δ −

δ  dh lhek Kkr djukA

fVIi.khµ;gk¡ ls vkxs ��dh o`f¼ δ��osQ LFkku ij ,�fy[kk tk;sxk rkfd fo|kFkhZ δ vkSj ��dh nqfo/k esa u iM+saA
blfy, ;fn ����9���dk dksbZ iQyu gS rks



uksV

VED1

E\L-LOVELY-H\math3-1 IInd 21-10-11 IIIrd 24-1-12 IVth 21-4-12 Vth 20-8-12 VIth 10-9-12

����������	�

�����������
��� ��

bdkbZ��� vodyu

0
lim
h →

( ) ( )f x h f x
h

+ −

dks �����dk vody&xq.kkad dgrs gSaA ;g è;ku esa j[kuk pkfg, fd mi;qZDr O;atd dks ,�dk iQyu ekuk tkrk
gS vFkkZr~ ,�dks pj ekuk tkrk gS vkSj ��dks vpjA

3-3 fdlh vpj jkf'k dk vody&xq.kkad �������������3��������������
3�
����

eku yks ��dksbZ vpj jkf'k gSA blfy, ;gk¡ �����:���vc���osQ leLr ekuksa osQ fy, vpj jkf'k esa dksbZ ifjorZu
ugha gks ldrkA

vr,o ����;�,��:��

∴
d
dx

�����:
0

lim
h →

�
( ) ( )f x h f x

h
+ −

�:�
0

lim 0.
h

c c
h→

− =

d
dx

���: -

vr% vpj jkf'k dk vody&xq.kkad 'kwU; gksrk gSA

3-4 vpj jkf'k vkSj iQyu osQ xq.kuiQy dk vody&xq.kkad ������������
3��������������$��4������������3�
����������������

eku yks fd 
�dksbZ vpj jkf'k gS rFkk �����fn;k gqvk iQyu gS] rks

d
dx

�D
����E�:
0

lim
h →

� ( ) ( )af x h af x
h

+ −

: 0
lim
h → �

( ) ( )f x h f x
a

h
+ − 

 
 

: 
� 0
lim
h → �

( ) ( )f x h f x
h

+ −
�:�
�

d
dx

�D����E�

d
dx

�D
����E�: 
�
d
dx

�D����E

;fn���: 
��rks

dy
dx �: 
�

du
dx

D;k vki tkurs gSa vpj vkSj fdlh iQyu osQ xq.kuiQy dk vody&xq.kkad iQyu osQ vody&xq.kkad
vkSj vpj osQ xq.kuiQy osQ cjkcj gksrk gSA
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�� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

3-5 ���dk �	osQ lkis{k vody&xq.kkad
�������������3������������������
����������

eku yks �����:����gks rks ����;�,��:����;�,��

vr% ���dk���osQ lkis{k vody&xq.kkad 
d
dx

 �����gSA

∴
d
dx

���:
0

lim
h → �

( )n nx h x
h

+ −

:
0

lim
h →

���� (1 / ) 1
,

nh x
h

+ − ����dks ckgj fudkydjA

vc pw¡fd ,�→�-9�ge 
h
x
 dks bdkbZ ls NksVk eku ldrs gSaA vr% #�osQ lHkh ekuksa osQ fy, ���;�,6����dk f}in

izes; �R��,����F/����,��ls izlkj djus ij

d
dx

����:
0

lim
h → �

 − + + + − 
  

2

2

( 1)
1 . ..... 1

1.2

nx h n n h
n

h x x

:
0

lim
h → �

2

2

( 1)
. . .....

1.2

nx h n n h
n

h x x

 − + + 
  

:
0

lim
h →

���� 2

( 1)
.....

1.2

n n n h
x x

− + + 
 

:
0

lim
h →

��� (n
h

x
 + × 
 

�� �������	
����
�

: #���
��9�D;ksafd�,�→�-

∴
d
dx

����� #���
��

bldk ,d fof'k"V ifj.kke ;g gS]
d
dx

 � : �

mnkgj.k 1- 
d

dx
 (9���	
	 "

d
dx

	����	
	 "�����	
	+)��"

mnkgj.k 2- 
d

dx
	��+���	
	�	+	

d
dx

	��	
	�	+"#������	
	�	�#�"

mnkgj.k 3- 
d

dx 	
 
 
 

- 1/21
( )

d
= x

dxx 	
	�	
1
2
	���	���	
	�	

1
2
���	�"

VkLd 6(5 )
d

x
dx

dk eku Kkr djsaA (mÙkj % )%�
)
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����������	�

�����������
��� ��

bdkbZ��� vodyu

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

1- fjDr LFkkuksa dh iwfrZ djsa ���������/�����B
�µ

��� fdlh iQyu osQ vody&xq.kkad dks Kkr djus dh fof/ dks iQyu dk --------- djuk dgrs gSaA

���� vpj vkSj fdlh iQyu osQ xq.kuiQy dk vody&xq.kkad iQyu osQ vody&xq.kkad vkSj vpj osQ
--------- osQ cjkcj gksrk gSA

����� ........
dy du
dx dx

= ����
nd

x nx
dx

= ---------

���
7(9 ) ........

d
x

dx
=

3-6 nks iQyuksa osQ ;ksx ;k vUrj dk vody&xq.kkad
���������������������������%�"����%������������)���������

eku yhft, �����: ������N������

∴ ����;�,��: �����;�,��N������;�,�

d
dx

�D����E�: � 1 2 1 2

0

{ ( ) ( )} { ( ) ( )}
lim
h

f x h f x h f x f x
h→

+ ± + − ±

: 0
lim
h → �� 1 1 2 2{ ( ) ( )} { ( ) ( )}f x h f x f x h f x

h
+ − ± + −

: 0
lim
h → � 1 1( ) ( )f x h f x

h
+ −

N� 0
lim
h →

2 2( ) ( )f x h f x
h

+ −

d
dx

D����E�:
d
dx

������N�
d
dx

�����

vr% nks iQyuksa osQ ;ksx ;k vUrj dk vody&xq.kkad muosQ vody&xq.kkad osQ ;ksx ;k vUrj osQ cjkcj gksrk
gSA O;kid :i esa %

eku yhft, �����:��������N ������N�������N��������;������

rks
d
dx

�����:
d
dx

������N�
d
dx

������N����������N�
d
dx

�����

uksV~l nks ;k nks ls vf/d iQyuksa osQ ;ksx ;k vUrj dk vody&xq.kkad muosQ vyx&vyx

vody&xq.kkadksa osQ ;ksx ;k vUrj osQ cjkcj gksrk gSA
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�� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

;fn �	
 �	�	��	rks ;fn	�	
	�	�	�	rks

dy
dx �


�

du dv
dx dx �vuq:i�

dy
dx ��:�

−du dv
dx dx

O;kid :i esa] ;fn �	
	�	:	�	:	��:	""""""	rks

dy
dx

�:
du dv dw
dx dx dx

± ± ± �������

gy lfgr mnkgj.k

mnkgj.k 1- 
d

dx ����
�	�	#��	dk eku Kkr djksA

gy %
d
dx

�����;�����:
d
dx

�������;�
d
dx

���:���
d
dx

�����;���
d
dx

����

: ��%���;���:������;��� mÙkj

mnkgj.k 2- 
d

dx ���

	�	'��	�	��	�	��	dk eku Kkr djksA

gy % 	
d
dx

�����8�����;�'��8�%��:�
d
dx

���;�
d
dx

��8�����;�
d
dx

��'���;�
d
dx

��8%�

:
d
dx

������;��8���
d
dx

���;�'
d
dx

�����;�
d
dx

��8%�

: ����8���G�����;�'��G���8�-

: ����8������;�'� mÙkj

vc ge oqQN iQyuksa osQ vody&xq.kkadksa dk O;qRiUu mi;qZDr lhek dk eku Kkr djosQ dj ldrs gSaA fdUrq ckn
esa ge ns[ksaxs fd oqQN ekud :iksa osQ vody&xq.kkadksa osQ Kku ls ewY;kadu osQ ifjJe cpk ldrs gSaA

mnkgj.k 3- iQyu 
  
 
  

2 + +lx mx n
x

 dk ��osQ lkis{k vody&xq.kkad Kkr dhft,A

gy %
2d lx mx n

dx x

 + +
 
 


	
d
dx

�D!�����;�7�����;�#�����E

: !�
d
dx

������;�7�
d
dx

������;�#�
d
dx

��
���

: !�
3
2
�����;�7���

1
2
�������;�#���

1
2

 −  
�������

:
3
2
�!�����;�

1
2
7������8�

1
2
#������ mÙkj

VkLd 7(2 5 )
d

x x
dx

+  dk eku Kkr djsaA  (mÙkj % �'��	�	�)
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����������	�

�����������
��� ��

bdkbZ��� vodyu

mnkgj.k 4- iQyu �	�	�	�	
     
               

2 3 4

+ +
2 ! 3 ! 4 !
x x x

	�	""""""�dk ��osQ lkis{k vody&xq.kkad Kkr

dhft,A

gy %	
d
dx

�
2 3 4

1 ......
2 ! 3 ! 4 !
x x x

x
       + + + + +                  

:
d
dx

�����;�
d
dx

�����;�
d
dx

�
     

+ +               

2 3 4

2 ! 3 ! 4 !
x d x d x

dx dx
�;������

: -�;���;�
2 32 3 4

2 ! 3 ! 4 !
x x x+ + �;������

: -�;���;�
2 3

1 ! 2 ! 3 !
x x x+ + �;������

: ��;�
2 3

1 ! 2 ! 3 !
x x x+ + �;������ mÙkj

iz'ukoyh 312

fuEufyf[kr iQyuksa dk ��osQ lkis{k vody&xq.kkad Kkr dhft, %

�" ���9����9��
� #" ���9�#���9�

5

3
x

)" ����9�����9��
��� '" 3 7, ,x x x −

�" �����9������9������ +" 2 3/ 2

7 5 1
, ,

xx x

�" ��;�
2
x

�" ���;�
�

 " 
���;����;�� �%" �
����;������

��"
1
2

x a+ �#" ��:��
����;�
nb

x
 
  

�)" ���:�
��;��
����;��
����;��������� �'" ��:�
�;�
2 3a a a

x x x
   + +      

�;���������

��" ;fn ��:����;�����;�%9�rks���:�-�ij� dy
dx

�Kkr dhft,A

�+" ;fn �����8�;�
�8���;�

�8��
��;���������9�rks�

dy
dx

	Kkr dhft,A
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�� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

mÙkj

�� +��9�8���
��9�+�� �� #�9�8��'�����9�
5
3
��� ��

4
31 7 5 7

, ,
3 2 22

x x
x

−−

��
−−1 9

2 23 1 7
, ,

2 22
x x

x
��

− − −2 6 3
3 7 45 1

, ,
6 2

x x x #�
5

3 2
2

15 1
14 , ,

2
x x

x

−
− − −

%� 2

2
1

x
− '� 7���� +� �
��;��

�-� 7
����� ���
1

4 x
����
��7�����8�#��������

��� 
�;��
��;��
���;�
 ��� − − −

2

2 3

2
........

a a
x x

���� 0
dy
dx

=

�#�
1 2

2 ........c cn n x+ +

3-7 iQyu ��� dk ��osQ lkis{k vody&xq.kkad] tcfd ��������������pj ?kkrh;
gS ��������������������������������������
����������)$���
�
�����������

;gk¡ �����: 	�

rks ����;�,��: 	������

vr% 	� dk � osQ lkis{k vody&xq.kkad�
d
dx

�	��gSA

iqu%
d
dx

�	��:
0

lim
h →

�
x h xe e

h

+ −

:
0

lim
h →

�
x h xe e e

h
−

�:�
0

lim
h →

�
( 1)x he e

h
−

:
0

lim
h→

�

2 3

1 ..... 1
1 ! 2 ! 3 !

x h h h
e

h

 
+ + + −   

:
0

lim
h→

	�,�

21
.....

1 ! 2 ! 3 !
h h

h

 
+ + +   

�
0

lim
h→

	��D��;�, ,d vfHklkjh Js.khE
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����������	�

�����������
��� ��

bdkbZ��� vodyu

� 	��
1

0
1 !

 
+ 

 
�:�	��

∴
d
dx �	

���: 	�

3-8 iQyu �� dk � osQ lkis{k vody&xq.kkad] tcfd � ,d vpj gS
�������������3�������������������������
����������)$���
�
�����5���������

;gk¡ �����: 
�

rks ����;�,��: 
��

vr% 
� dk � osQ lkis{k vody&xq.kkad 
d
dx

 
�� gSA

iqu%
d
dx


��: 0
lim
h→ �

0
lim

x h x x h x

h

a a a a a
h h

+

→

− −=

: 0
lim
h→ �

( 1)x ha a
h

−

: 0
lim
h→ �

2 2log (log )
1 ..... 1

1 ! 2 !
x e eh a h a

a

h

 
+ + + − 

  

: 0
lim
h→ �

2log (log )
......

1 ! 2!
x e eh a h a

a

h

2 
+ + 

  

: 0
lim
h→ �

2log (log )
. ......

1 ! 2 !
x e ea h a

a h

h

 
+ + 

  

: 0
lim
h→ �
��

log
(

1 !
e a

h
 

+ 
 

�� �������	
����
�

: 
��
log

0
1 !

e a 
+ 

 
�:�
����*��
�

∴
d
dx

�
��: 
����*��
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�� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

3-9 iQyu ��!����dk���osQ lkis{k vody&xq.kkad] tcfd vk/kj pj ?kkrh; gS
�������������3����������������������!������
����������
)$��.�
���
�����������

;gk¡ �����: ��*���

rks ����;�,��: ��*�����;�,�

vr% ��*����dk ��osQ lkis{k vody&xq.kkad 
d
dx

 ��*����gSA

iqu%
d
dx

��*����: →0
lim
h �

+ −log ( ) loge ex h x
h

: →0
lim
h �

+ −log (1 / ) loge ex h x x
h

: →0
lim
h �

+ + −log log (1 / ) loge e ex h x x
h

<lw=k % ��*���7#��:���*��7�;���*��#=

: →0
lim
h �

+log (1 / )e h x
h

: →0
lim
h �

− + − +
2 3 4

2 3 4
......

2 3 4
h h h h
x x x x

h

 
+ = − + − + 

  
��� � �

2 3 4

log (1 ) ......
2 3 4e
x x x

x x

: →0
lim
h �

 
− + − + 

 

2 3

2 3 4
1

.....
2 3 4
h h h

h
x x x x

h

: →0
lim
h �

  − + − + 
  

2 3

2 3 4

1
......

2 3 4

h h h
x x x x

: →0
lim
h � 1

h
x

 − × 
 

��� �����	�
������� �:�
1
x
�

∴
d
dx

���*����:
1
x

uksV~l ��*����dks ����}kjk Hkh fu:fir djrs gSaA
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����������	�

�����������
��� ��

bdkbZ��� vodyu

3-10 iQyu ��!��� dk ��osQ lkis{k vody&xq.kkad] tcfd y?kqx.kd dk vk/kj dksbZ
vpj gS��������������3����������������������!��6���
���������
)$����
�������!���$�"��
��
����5	��������

;gk¡ �����: ��*����:����*�������*��	�<lw=k ls=
: ��*��	���*���

vr% iQyu���*����dk���osQ�lkis{k�vody&xq.kkad�
d
dx ���*���

:
d
dx

���*��	���*����:���*��	�
d
dx

���*���9

: ��*��	���
1
x

 =  
�

1
loge

d
x

dx x

∴ loga
d

x
dx

�:
1

loga e
x

gy lfgr mnkgj.k

mnkgj.k 1- +��	�	�	#�� dk vody&xq.kkad Kkr dhft,A

gy %
d
dx

��#�����;��	���:
d
dx

��#������;�
d
dx

���	��

: #�
d
dx

��������;���
d
dx

��	��

: #�
1
3
������;��	��:�������;��	�� mÙkj

mnkgj.k 2- +	!��	���� x ���� dk vody&xq.kkad Kkr dhft,A

gy %	 d
dx

��#���*����8� x �8�%��:�#��
d
dx

���*���8�
d
dx

��������8�
d
dx

��%�

: #��� −1 1
2x
������8�-�:� −6 1

2x
������ mÙkj

mnkgj.k 3- iQyu	� x 	�	�	!�������	��	!���	��dk	��	osQ lkis{k vody&xq.kkad Kkr dhft,A

gy (	 d
dx

��� x �;�%���*����8������*�����:�
d
dx

���������;�
d
dx

��%���*�����8
d
dx

�������*����

: ��
d
dx

�����;�%�
d
dx

���*���������
d
dx

���*���

:
5
2
������;�

7
x
�8������*��	�

1
x
� mÙkj
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iz'ukoyh 3-2

fuEufyf[kr iQyuksa dk ��osQ lkis{k vody&xq.kkad Kkr dhft, %

�" 	��;���*����;�!
� #"

1
2x

�;�%	�

)"
3 3

3

log x
ex x x x e

x

+ − '" ����*�����;��

�" ����*����;��
����;�� +" �����;�����;�
�

�" 	��;�
��;�� �" ��*���� ���*���
�

 " ��*���� �%" %������;���*���

��"
1xxe

x
−

�#" 2 3 22 x xa a e a e+ +

�)" 2 33 1 3 log 3 (log ) (log )a a ax x x+ + + �'" ��*�� x �;�
��;��

��"
1
xa
�;���*����

mÙkj

��
1

logx x
ee l l

x
+ + �� 2

1
7

2
xe

x
− + �� 31

2 xx e
x

−− −

�� 10

5
log e

x ��
1/ 23 3

2
x

x
+ #� ��;�����;�
����*�


%� 	��;�
����*��
 '�
1 2

loge a
x x

+ +� 10

1
log e

x

�-�
9 / 7

2

1
2 logx e

x
−− + ��� 	��;���� ���
����	�

���
1

loga e
x

���
1

log
2

x
ea a

x
+ ��� 1

log logx
e aa a e

x
−− +

3-11 nks iQyuksa osQ HkkxiQy dk vody&xq.kkad
�������������3��������������$�������������/)��������
�

eku yks �����: 1

2

( )
( )

f x
f x

�rks�����;�,��:� 1

2

( )
( )

f x h
f x h

+
+

∴
d
dx

������: 0
lim
h→ �

1 1

2 2

( ) ( )
( ) ( )

f x h f x
f x h f x

h

+ −
+

: 0
lim
h→ � 1 2 1 2

2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

f x h f x f x f x h
hf x h f x

+ − +
+
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bdkbZ��� vodyu

va'k esa ����������� dks tksM+us vkSj ?kVkus ij

: 0
lim
h→ � 2 1 1 1 2 2

2 2

( ) { ( ) ( )} ( ) { ( ) ( )}
( ) ( )

f x f x h f x f x f x h f x
hf x h f x

+ − − + −
+

: 0
lim
h→ �

1 1 2 2
2 1

2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

f x h f x f x h f x
f x f x

h h
f x h f x

+ − + −   −   
   

+

:
2 1 1 2

2
2

.( ) ( ) ( ) ( )

[ ( )]

d df x f x f x f x
dx dx

f x

−

vFkkZr~ nks iQyuksa osQ HkkxiQy dk vody&xq.kkad ���22"	���22"�

:�
−−���� ��� �� 	� �
	� ����	� � ���� �� ��� 	� �
	� �� ��	� �

���	��
��

:�
−Denr. (Diff. coeff. of Numr.)  Numr. (Diff. coeff. of Denr.)

Square of Denominator

D;k vki tkurs gSa 






;fn ��:�
u
v
 rks

dy
dx

�:
−

2

du dv
v u

dx dx
v

�









gy lfgr mnkgj.k

mnkgj.k 1- ;fn ��
	
xe

x
�	rks 

dy
dx

 dk eku Kkr dhft,A

gy %
dy
dx

�: 2

x xd d
x e e x

dx dx
x

−
�:� 2 2

.1 ( 1)x x xxe e e x

x x

− −= � mÙkj

mnkgj.k 2- 
 
 
 

sin
loge

d x
dx x  dk eku Kkr dhft,A

gy %
sin
loge

d x
dx x

 
 
 

	
 2

. .log (sin ) sin (log )

(log )

e e

e

d dx x x x
dx dx

x

−

: 2

1. .(log ) cos (sin )

(log )

e

e

x x x
x

x

−

: 2

log cos sin

(log )
e

e

x x x x

x x

−
� mÙkj
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mnkgj.k 3- iQyu 
log

n

e

x
x

dk ��osQ lkis{k vody&xq.kkad Kkr dhft,A

gy %
log

n

e

d x
dx x

  
 
  

�: 2

log log

(log )

n n
e e

e

d dx x x x
dx dx

x

−

:

1

2

1.log .

(log )

n n
e

e

x nx x
x

x

− −
�:�

1 1

2

log

(log )

n n
e

e

nx x x

x

− −−

:
1

2

( log 1)

(log )

n
e

e

x n x

x

− −
� mÙkj

mnkgj.k 4- ;fn ����
+ 5
x

x
�rks fl¼ dhft, fd

�	
dy
dx

�
	�	��	�	���

gy % fn;k gS] ��:
5

x
x +

∴
dy
dx

�: 2 2

. .( 5) ( ) ( 5) ( 5).1 .1

( 5) ( 5)

d dx x x x x xdx dx
x x

+ − + + −=
+ +

: 2 2 2

5 5 5

( 5) ( 5) ( 5)

x x dy x
x

dxx x x

+ − = ⇒ =
+ + +

������

rFkk ����8����: 2

5 5
1

5 5 5 5 ( 5)

x x x x
x x x x x

   
− = =   + + + + +   

������

vr% (1) vkSj (2) ls]

��
dy
dx

�: �����8���� mÙkj

iz'ukoyh )")

fuEufyf[kr iQyuksa dk �	osQ lkis{k vody&xq.kkad Kkr dhft, %

�" 1/ 4

1

x
#" log

n

e

x
x

)" 2 2

x

a x+ '"
2

2 2

x

e x+

�" 21

xe

x+ +" 1

x

x

e

e+

�" ;fn ������:�
3

2 2

x

a x−
9�rks ��′�

2
a 

  
�dk eku Kkr dhft,A
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�" ;fn 
4

2

x
y

x

−= ] rks ��:�� ij 
dy
dx

�dk eku Kkr dhft,A D;k ��:�-�ij 
dy
dx

�dk eku fey ldrk

gS\

 " ;fn ��:�
2

2

5 6 7

2 3 4

x x

x x

+ +
+ +

9�rks 
dy
dx

�Kkr dhft,A

�%" ;fn ��:�
x

n

a

x
9�rks 

dy
dx

 Kkr dhft,A

fuEu iQyuksa dk ��osQ lkis{k vody&xq.kkad Kkr dhft,%

��" ���	
a x

a x

+
−

����	
x x

x x

e e

e e

−

−
+
−

�#" ���	
1xxe

x
−

����	
21

x

x−

�)"
1

( ) ( ) ( )x a x b x c+ + +
�

mÙkj

�� 5/ 41
4

x −− ��
1 1

2

log
(log 2)

n n
e

e

nx x x− −−
��

2 2

2 2 2( )
a x
a x

−
+

��
2

2 2 2

2
( )

xe
e x+ ��

2

2 2

(1 )
(1 )

xe x
x
−

+ #� 2(1 )

x

x

e
e+

%�
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19

+�
2

2 2

3 ( 4 1)
(2 2 4)

x x
x x

+ +
+ + �-� [log ]

x

en

a n
a

xx
−

������� 2( )

a

x a x− ���� 2

4
[ ]x xe e−

−
− ������� 2

1xe
x

+

���� 2 3/ 2

1
(1 )x− ���

2

2 2 2

3 2( ) ( )
( ) ( ) ( )

x a b c x ab bc ca
x a x b x c

+ + + + + +
+ + +

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

2- cgqfodYih; iz'u �)����"���7/��������
���
�µ

��� 1{ ( )} ( ) ........
d d

f x f x
dx dx

= ±

�
� 2
d

f
dx

��� 1
d

f
dx

��� ( )
d

f x
dx
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����
1

( )
d

d x x

 
 
 

 dk eku D;k gksxk\

�
�
3
21

2
x

−
���

3
21

2
x

−
− ���

3
21

2
x− ��

3
21

2
x

����� ����dk ��osQ lkis{k vody&xq.kkad fdruk gksxk\
�
� #�� ��� ��� ��� +�� �� +�

���� ( ) ........xd
e

dx
=

�
� 	 ��� � ���
1
xe �� 	�

��� log ........ loga a

d
x e

dx
=

�
�
1
x

��� � ��� ��*� �� ��*�

3-12 lkjka'k �%�""����

• 0
lim
xδ → �

y
x

δ
δ �dks iQyu ��dk ��osQ lkis{k vody&xq.kkad �����������������������������4��/

��
"����������;k vodyt �����	���	���dgrs gSaA LorU=k pj osQ fdlh izdkj osQ lUnsg ls cpus

osQ fy, dgk tkrk gS fd iQyu dk ��osQ lkis{k vody&xq.kkad 
0

lim
xδ →

�
y
x

δ
δ  dks 

d
dx  ��� ;k 

dy
dx

fy[krs gSaA bl izdkj lhek Kkr djus dh bl fozQ;k dks vodyu djuk dgrs gSa ;k fdlh iQyu osQ
vody&xq.kkad Kkr djus dh lafozQ;k dks vodyu ����������������dgrs gSaA

• ;fn���dk dksbZ iQyu �����vkSj ��;�δ� dk ogh iQyu ����;�δ�� gks rks 
→ 0

lim
x�

�
( ) ( )+ −f x x f x

x
�

�

dk lhekUr eku ���,���*�	�����9�� osQ lkis{k �����dk vody&xq.kkad ;k vodyu ������������
������������dgykrk gSA

• d
dx

D����E�: 
d
dx

������N�
d
dx

�����

• vr% nks iQyuksa osQ ;ksx ;k vUrj dk vody&xq.kkad muosQ vody&xq.kkad osQ ;ksx ;k vUrj osQ cjkcj
gksrk gSA

•
d
dx

�	���:�	�

•
d
dx


��:�
����*��
��vFkkZr~ nks iQyuksa osQ HkkxiQy dk vody&xq.kkad��������7������
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bdkbZ��� vodyu

3-13 'kCndks'k �#��)���
�

• vody&xq.kkad �������������7����������% vodytA

• o`f¼ �*��4�/�%	c<+ksrjh

3-14 vH;kl&iz'u ���	��)����
���
�

1- 2( 6 )
d

x
dx

−  dk eku fudkysaA (mÙkj % 8���)

2- 6(5 2 )
d

x x
dx

+ �dk eku fudkysaA (mÙkj % �-���;��)

3- fl¼ djsa fd logx x
e

d
a a a

dx
= -

4- 6 log 7x x− −  dk vody xq.kkad Kkr djsaA (mÙkj % 
1
26 1

2
x

x

−
− �

5- ;fn 5
x

y
x

=
+  rks lkfcr djsa fd (1 )

dy
x y y

dx
= − A

mÙkj % Lo&ewY;kadu ��
����������������	�
��

1- ��� vodyu ���� xq.kuiQy ����� 
 ���� #�8�� ��� #���

2- ��� �
� ���� ��� ����� ��� ���� �� ��� �
�

3-15 lanHkZ iqLrosaQ �����$��������!
�

iqLrdsa 1- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkmQfUly iQkWj bdksukWfed ,tqosQ'kuA

2- xf.krh; vFkZ'kkL=k µ ekbdy gSjhlu] iSfVªd okYMjuA

3- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ fleksu vkSj Cywe µ ohok ifCyosQ'kuA

4- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ esgrk vkSj enukuh µ lqYrku pUn ,.M lUlA

5- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ ekydkWe] fudksyl] ;w-lh- yUnuA

6- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkyZ ih- fleksu] ykWjsUl CyweA

7- ,lsfU'k;y eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ uWV lsMsLVj] ihVj gkeUM] izSfUVl gkWy ifCy-

8- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ ;kekus µ izSfUVl gkWy bfUM;kA

9- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl ,.M iQkbukUl µ ekfVZu ukeZuA



uksV

VED1

E\L-LOVELY-H\math4-1 IInd 6-8-11 IIIrd 24-1-12 IVth 21-4-12 Vth 20-8-12 VIth 10-9-12

�� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

bdkbZµ� % y?kqx.kdh; vodyu
��	�����������������������	��

vuqØef.kdk ����������

mís'; ��������	�
�

izLrkouk ������������

��� y?kqx.kdh; vodyu �3�*����/,�����������������

��� vuUr Jsf.k;ksa dk ;ksxiQy �0�,
����������������
�

��� vLi"V iQyu ��,"�������������

��� izkpfyd iQyu �6���,�������������

��� lkjka'k �0�,,��(�

��# 'kCndks'k �.�(4���
�

��% vH;kl&iz'u ���	��4����
���
�

��' lanHkZ iqLrosaQ �����/��������*
�

mís'; ��������	�
�

bl bdkbZ osQ vè;;u osQ i'pkr~ fo|kFkhZ ;ksX; gksaxsµ

• y?kqx.kdh; vodyu Kkr djus esaA

• vuUr Jsf.k;ksa osQ ;ksxiQy fudkyus gsrqA

• vLi"V iQyu dk ifjdyu djus gsrqA

izLrkouk�������������

;fn ,sls iQyuksa dk vodyu djuk gks ftlesa ?kkrkad Hkh mlh pj jkf'k dk iQyu gks vFkok og iQyu ftldk
vodyu djuk gks dbZ iQyuksa dk xq.kuiQy ;k HkkxiQy gks] rks ,sls iQyuksa dk vodyu mudk y?kqx.kd ysdj
Kkr fd;k tkrk gSA bl izfØ;k dks y?kqx.kdh; vodyu dgrs gSaA

4-1 y?kqx.kdh; vodyu �(�!����$"�����������������

� osQ Kkr iQyu dks � osQ cjkcj eku yksA vc nksuksa i{kksa dk y?kqx.kd yks ftlls ?kkrkad xq.kk esa] xq.kk tksM+
esa] bR;kfn ifjofrZr gks tk;saxsA

vc nksuksa i{kksa dk � osQ lkis{k vodyu djosQ�
dy
dx

�dk eku Kkr djksA
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bdkbZ��� y?kqx.kdh; vodyu

;kn j[kks fd � osQ iQyu dk � osQ lkis{k vodyu djus osQ fy, iQyu dk�� osQ lkis{k vodyu djosQ�
dy
dx

ls xq.kk djrs gSaA

lko/kkuh ��*��
�;����≠���*�
�;���*��

vr% ;fn ��:���� ��
����
���� gks] rks ��*���≠���*����;���*��
����
����

,sls iz'uksa esa izR;sd in dk vody xq.kkad vyx&vyx Kkr djuk iM+sxkA rnqijkUr la;qDr vody xq.kkad izkIr
gksxkA

uksV~l oqQN mi;ksxh lw=k%

��� ��*��7���#��:���*�7�;���*�#

���� ��*�
m
n

 
  

�:���*�7�8���*�#

����� ��*��7���:�#���*�7�

gy lfgr mnkgj.k

mnkgj.k 1- iQyu �����!����
����	�����	dk � osQ lkis{k vody xq.kkad Kkr dhft;sA

gy % ekuk ��� 	������*����������

nksuksa i{kksa dk y?kqx.kd ysus ij

��*���: ��*�	�� ���*����*�����;���*�����

nksuksa i{kksa dk � osQ lkis{k vodyu djus ij

1 dy
y dx

�: 21 1 1 1
( ) (sec )

log tan
x

x
e

e x
x x xe

 + +  

: 2

1 cos 1
1 .

log sin cose

x
x x x x

+ +

:
1 1

1
log sin cosex x x x

+ + �:�
1

1 2cosec 2
loge

x
x x

+ +

∴
dy
dx

�:
1

1 2cosec 2
loge

y x
x x

 
+ + 

 

vr%
dy
dx

�:
1

log tan 1 2 cosec 2
log

x
e

e
e x x x

x x
 

+ + 
 

� mÙkj
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mnkgj.k 2- ;fn	
−1sin xy = x 	rks	

dy
dx

 dk eku Kkr dhft,A

gy % ��:
1sin xx

−

nksuksa i{kksa dk ��* ysus ij

��*���: �
1sin 1log sin . logxx x x

− −=

� osQ lkis{k vodyu djus ij

1 dy
y dx

�: 1

2

1 1
sin . log .

1
x x

x x

− +
−

dy
dx

�: 1

2

1 1
. sin . log

1
y x x

x x

−
 
 +
 − 

∴
dy
dx

�:
1sin 1

2

1 1
sin . log

1

xx x x
x x

− −
 
 +
 − 

� mÙkj

mnkgj.k 3- iQyu �%���dk � osQ lkis{k vody xq.kkad Kkr dhft,] tcfd �%	,d vpj gSA

gy % eku yks ��: �-�

nksuksa i{kksa dk y?kqx.kd ysus ij

��*���: ��*��-�

;k ��*���: �����*��-

;k ��*���: ��

nksuksa i{kksa dk vodyu djus ij

1
.

dy
y dx

�: �

dy
dx

�: �

��:��-��j[kus ij

dy
dx

�: �-�� mÙkj

mnkgj.k 4- iQyu	
1

( + ) ( + ) ( + )x a x b x c
	dk �	osQ lkis{k vodyu dhft,A

gy % eku yhft, ��:
1

( ) ( ) ( )x a x b x c+ + +

nksuksa i{kksa dk y?kqx.kd ysus ij

��*����
1

log
( ) ( ) ( )x a x b x c+ + +
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����������	�

�����������
��� ��

bdkbZ��� y?kqx.kdh; vodyu

;k ��*���: ��*���8���*����;�
��8���*����;�����8���*����;���

nksuksa i{kksa dk � osQ lkis{k vodyu djus ij

1 dy
y dx

�:
1 1 1

0
x a x b x c

− − −
+ + +

;k
dy
dx

�:
1 1 1

y
x a x b x c

 
− + + + + + 

;k
dy
dx

�:
1 1 1 1

( ) ( ) ( )x a x b x c x a x b x c
 

− + + + + + + + + 
� mÙkj

mnkgj.k 5- ;fn ����	���	
		�� rks 
dy
dx

 dk eku Kkr dhft,A

gy % �
������� 


nksuksa i{kksa dk y?kqx.kd ysus ij

��*��
������: ���*�


;k ����*�
����: ���*�


nksuksa i{kksa dk � osQ lkis{k vodyu djus ij

1
. . cos log sin

sin
dy

x y y
y dx

+ �: -

cot
dy

x y
dx

�: 8��*�
���

;k
dy
dx

�:
log sin

cot
y

x y
− � mÙkj

mnkgj.k 6- ;fn	����	����������	����gks] rks 
dy
dx

 Kkr dhft,A

gy % ���
�����: �
������

nks i{kksa dk y?kqx.kd ysus ij
����*���
���: �����*�
���

� osQ lkis{k vodyu djus ij

sin1
log cos .

cos
x dy

y x x
x dx

− + �:
1

. . cos . logsin .1
sin

dy
x y y

y dx
+

8��������;���*���
���
dy
dx

�:���������
dy
dx

�;���*�
���

(log cos _ cot )
dy

x x y
dx

�:����*�
����;��������

dy
dx

�:�
log sin tan
log cos cot

y y x
x x y

+
−

� mÙkj
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�� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

mnkgj.k 7-	!��	����	
	��	�	��	dk	�	osQ lkis{k vody xq.kkad 
 
  

dy
dx  Kkr dhft,A

gy % ��*������: ����;���

��*���;���*���: ����;���

� osQ lkis{k vodyu ls

1 1 dy
x y dx

+ �: 2 2
dy

x y
dx

+

1
2

dy
y

dx y
 

− 
 

�:
1

2x
x

−

21 2dy y
dx y

 −
   

�:
22 1x
x

−

dy
dx

�:
2

2

(2 1)

(1 2 )

y x

x y

−
−

� mÙkj

iz'ukoyh 712
y?kq mÙkjh; iz'u

fuEufyf[kr iQyuksa dk � osQ lkis{k vodyu dhft,µ

1- ��� 2- ���	���

3- ���*����� 4- ���;�����

5- ���8�������8�������8���� 6-
21

x

x+
�

7-
1
1

x
x

−
+ � 8- ���;�
��;����

9- 2 3 / 2

1

(1 )

x x

x

+
+

� 10- xxe �

11-
2

2

1

1

x x

x x

+ +
− +

� 12-
( ) ( )x a x b

x c

− −
−

�

13- �����*�������������

14- ;fn ��: 
1
1

x
x

−
+

 rks fl¼ dhft, fd 2(1 )
dy

x y
dx

− + :�-�

15- ;fn 1010
x

y = ] rks 
dy
dx

 Kkr dhft,A

16- ;fn ��: 
2

3

( 1) 1

( 4) x

x x

x e

+ −
+

 rks 
dy
dx

 dk eku Kkr dhft,A
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����������	�

�����������
��� ��

bdkbZ��� y?kqx.kdh; vodyu

mÙkj

�� <�����;���*���= �� <
�������
�����*���;�
sin x

x
�=

�� ���*�����
1

(log log )
log

x
x

+ �� ���;����� log (1 )
1

x
x

x
 

+ + + 
�� ���8�������8����;����8��������8����;����8�������8���

#� 2 3/2

1
(1 )x+ %� 3/ 2 1/ 2

1
(1 ) (1 )x x

−
+ −

'� �����*���� �

����*�
�;�
�

��� +�
2 3

2 5/ 2

2 3 4 3

2 (1 ) (1 )

x x x

x x

+ − −
+ +

�-� (1 log )
xx x

ee x x+ ���
2 2

2 4 2

1 1
1 1

x x x
x x x x

 + + −
 − + + + 

���
( ) ( ) 1 1 1

2 ( )
x a x b

x a x b x cx c

 − − + − − − −−  
��� �����*�������*���*���8���

��� 10 210 10 (log 10)
xx

e⋅ ���
2

3

( 1) 1 2 1 3
1

1 2 ( 1) 4( 4) x

x x
x x xx e

+ −  
+ − − + − ++  

4-2 vuUr Jsf.k;ksa dk ;ksxiQy �%�"
����������������
�

mnkgj.k 1- ;fn ��
	
...xxx

∞

rks fl¼ dhft, fd � 
−

2

1
dy y

=
dx y logx

�

gy % ��:�
...xxx

∞

:�����D;ksafd 
...

xx
∞

:���

y?kqx.kd ysus ij ���*���:�����*��

nksuksa i{kksa dk � osQ lkis{k vodyu djus ij

1
.

dy
y dx �:

. log log
d dy

y x x
dx dx

+

:
1

. log
dy

y x
x dx

+ �

∴
1

log
dy y

x
y dx x

 − = 
 

�

vr%
dy

x
dx
�:

2

1 log
y
y x−

� bfr fl¼e~A

mnkgj.k 2- ;fn	��:� sin sin sinx + x + x + .... ��  fl¼ dhft, fd	
−

cos
2 1

dy x
=

dx y
"
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�� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

gy % fn;k gS] ��: sin sin sin ....x x x+ + + ∞

⇒ ��: sin x y+

vr% ���: 
����;��9 oxZ djus ij

nksuksa i{kksa dk � osQ lkis{k vodyu djus ij

2
dy

y
dx

�: cos
dy

x
dx

+

(2 1)
dy

y
dx

− �: ��
��

∴
dy
dx

�:
cos
2 1

x
y − � bfr fl¼e~A

mnkgj.k 3- ;fn ����
x + ....x + ex + ee

∞

rks fl¼ dhft;s fd

dy
dx

�:
−1
y

y
�

gy % fn;k gS] ��:
x + ...x + ex + ee

∞

⇒ ��: 	����

nksuksa i{kksa dk y?kqx.kd ysus ij]

��*���: ��*�D	����E

: ���;������*�	

: ��;��� <� ��*�	�:��=

nksuksa i{kksa dk � osQ lkis{k vodyu djus ij

1 dy
y dx

�: 1
dy
dx

+

∴
1

1
dy

y dx
 

− 
 

�: �

∴
1 y dy

y dx
 −
 
 

�: �

∴
dy
dx

�:
1

y
y−
� bfr fl¼e~A

mnkgj.k 4- ;fn	
x...axy = a
�

rks fl¼ dhft, fd

dy
dx

	

1 −

2

( )
y logy

x ylogx . logy
�

gy % ;gk¡ �	

....xaxa

∞

��
yxa
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����������	�

�����������
��� ��

bdkbZ��� y?kqx.kdh; vodyu

nksuksa i{kksa dk y?kqx.kd ysus ij
��*���: � ����*�


iqu% nksuksa i{kksa dk y?kqx.kd ysus ij
��*����*����: ����*���;��*����*�
�

nksuksa i{kksa dk � osQ lkis{k vodyu djus ij

1 1
.

log
dy

y y dx :
1

. (log ) 0
dy

y x
x dx

+ +

∴
1

log
log

dy
x

y y dx
 
 
 

�:
y
x

⇒
1 log . log

log
y x y dy y

y y dx x
 − = 
 

∴
dy
dx

�:
2 log

(1 log . log )
y y

x y x y−
� bfr fl¼e~A

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

1- fjDr LFkkuksa dh iwfrZ djsa ���������/�����B
�µ

��� ,sls iQyu ftudk vodyu y?kqx.kd ysdj Kkr fd;k tkrk gS mls --------- vodyu dgrs gSaA

���� log log ........
m

m
n

  = −  

����� log ( ) ........ lognm m

���� ���������:���*�7�;���*�#

���
25

log log 25 log ........
12

  = −  

iz'ukoyh 710
y?kq mÙkjh; iz'u

1- ;fn ��
	 ....x x x+ + + ∞  rks fl¼ dhft, fd (2 1)
dy

y
dx

− �:���

2- ;fn ��
	 tan tan tan ....x x x+ + + ∞  rks fl¼ dhft, fd (2 1)
dy

y
dx

− �:�
������

3- ;fn ��
	
....xx

x
∞
 rks fl¼ dhft, fd 

2

2 log
dy y

x
dx y x

=
−

�

4- ;fn ��
	
(sin )....(sin )(sin )

xxx
∞
rks fl¼ dhft, fd 

2 cot
1 log (sin )

dy y x
dx y x

=
−

�
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�� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

5- ;fn ��
� log log log ...x x x+ + + + ∞  rks fl¼ dhft, fd 
1

(2 1)
dy
dx x y

=
− �

6- ;fn 2

2
2

1
1

......

y x
x

x

= +
+

+

�rks fl¼ dhft, 
2

2

2

1

dy xy
dx y

=
+

-

4-3 vLi"V iQyu ��"��������������

;fn � vkSj � osQ chp dksbZ ,slk lehdj.k fn;k gks ftls rqjUr � osQ fy, gy ugha fd;k tk losQ] rks � dks
� dk vLi"V iQyu ��,"������������� dgrs gSaA blosQ foijhr ;fn � dk eku � osQ :i esa Kkr fd;k
tk losQ] rks � dks � dk Li"V iQyu ��!"������������� dgrs gSaA

D;k vki tkurs gSa vLi"V iQyu dk vodyuµfdlh vLi"V iQyu ��,"������������� ls
�J� dk eku Kkr djus osQ fy, fn;s gq, lehdj.k osQ izR;sd in dk � osQ lkis{k
vodyu djks rFkk fiQj �J� osQ in ,d vksj djosQ mldk eku Kkr dhft,A

gy lfgr mnkgj.k

mnkgj.k 1- ;fn ���	�	#��������� 
	%� rks 
dy
dx

 Kkr dhft,A

gy % fn;k gS% 
���;��,���;�����:�-

��osQ lkis{k vodyu djus ij

2 2( ) 2 ( ) . ( ) 0. d d d
a x h xy b y

dx dx dx
+ + =

;k 2 2 . .1 2 . 0
dy dy

ax h x y by
dx dx

 + + + =  

;k 2( )
dy

hx by
dx

+ �: 8��
��;�,��

∴
dy
dx

�: 8
ax hy
hx by

 +
 + 

� mÙkj

mnkgj.k 2- ;fn	���	�	#���	�	���	�	#��	�	#��	�	�	
	%�	rks 
dy
dx  Kkr dhft,A

gy % fn;k gS] 
���;��,���;�����;�����;�����;���:�-

��osQ lkis{k vodyu djus ij

� 2 2( ) 2 . ( ) . ( )
d d d

a x h xy b y
dx dx dx

+ + � 2 . ( ) 2 . ( ) ( ) 0
d d d

g x f y c
dx dx dx

+ + + =
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����������	�

�����������
��� ��

bdkbZ��� y?kqx.kdh; vodyu

;k (2 ) 2 2
dy dy

a x h x y b y
dx dx

   + + +      
� 2 .1 2 . 0 0

dy
g f

dx
+ + + =

;k 2( )
dy

hx by f
dx

+ + �: 8��
��;�,��;���

∴
dy
dx

�:
( )
( )
ax hy g
hx by f

+ +−
+ +

� mÙkj

mnkgj.k 3- ;fn	�	
	��] rks fl¼ dhft, fd ��
1 − log

2dy y
=

dx y x
-

gy % fn;k gS] ��:���] y?kqx.kd ysus ij

��*���: ����*���

nksuksa i{kkssa dk � osQ lkis{k vodyu djus ij

1 dy
y dx

�: . (log ) log .
d dy

y x x
dx dx

+

:
1

. log .
dy

y x
x dx

+

;k
1

log
dy

x
y dx

 
− 

 
�:

y
x
�

vr% dy
x

dx
�:

2

1 log
y
y x−

� mÙkj

mnkgj.k 4- ;fn ���	�	
	�	���	��	�	��� rks fl¼ dhft, fd

dy
dx

	

2sin ( )
sin

a + y
a

�

gy % fn;k gS]�
����:���
���
� ����;k���:�
sin

sin( )
y

a y+

vc nksuksa i{kksa dk ��osQ lkis{k vodyu djus ij

��: 2

sin ( ) . sin sin . sin ( )

{sin ( )}

d da y y y a y
dx dx

a y

+ − +

+

;k 
����
�;����: 
���
�;��������
���
dy
dx

�8�
��������
��
�;����
dy
dx

;k 
����
�;����: D
���
�;������
���8�
������
��
�;���E�
dy
dx

;k 
����
�;����: 
���
�;���8����
dy
dx

;k 
��
�
dy
dx

�: 
����
�;���
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�� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

∴
dy
dx

�:
2sin ( )
sin

a y
a
+

� bfr fl¼e~

mnkgj.k 5- ;fn � ����������] rks fl¼ dhft, fd 2

log
=

(1 + log )
dy x
dx x

-

gy % fn;k gS] � ��:�	���] nksuksa i{kksa dk y?kqx.kd ysus ij

����*���
�: ���8������*�	�;k ����*����:���8��

;k ����;���*����: � ;k ��:�
1 log

x
x+

∴ dy
dx

��: 2 2

(1 log ) .1 (1 / ) log

(1 log ) (1 log )

x x x x

x x

+ − =
+ +

�

VkLd ���	�� dk � osQ lkis{k vodyu Kkr djsaA mÙkj % <
�������
�����*��� �
sin x

x
�=

iz'ukoyh 4-3

dy
dx  Kkr dhft,µ

1- ����:��� 2- ���;����:�
��

3- �����;����:��� 4- ����;�����8�����8�+��8����:�-�

5- ���;�����:�
�� 6-
2 2

2 2
1

x y

a b
+ =

7- ���:��
� �" �����;������:�
����

 " ;fn �	���:����;���	����� rks fl¼ dhft, 
dy
dx

�:�
y
x

�%" � �� ����:�
� ��" ���:�� �

�#" ���;���	:��

�)" ;fn 2 2(1 ) (1 ) 1y x x y− + − =  rks fl¼ dhft, fd

dy
dx

:�
2

2

(1 )

(1 )

y

x

−
−

�:�-�

�'" ;fn 2 21 1x y− + − ���
���8����rks fl¼ dhft, fd

�
dy
dx

�:�
2

2

1

1

y

x

−

−
�



uksV

VED1

E\L-LOVELY-H\math4-1 IInd 21-10-11 IIIrd 24-1-12 IVth 21-4-12 Vth 20-8-12 VIth 10-9-12

����������	�

�����������
��� ��

bdkbZ��� y?kqx.kdh; vodyu

��" ;fn 1 1 0x y y x+ + + = ��rks fl¼ dhft, fd

�
dy
dx

�:�8��� �������

mÙkj

��
y
x

− ��
x
y

− ��
3x
y

−

��
(10 11)
10 9

x
y

−−
−

��
1n

x
y

−
 − 
 

#�
2

2

b x
a y
−

%�
2a
y '�

1/ 3

1/3

y
x

−
�-�

1

1

log
log

y x

x y

yx y y
xy x x

−

−

− +
+

���
( log )
( log )

y y x x
x x y x

−
− ���

[1 log ]
(1 log )

x

y

x x
y y

+−
+

4-4 izkpfyd iQyu �4���"�������������

dHkh&dHkh � vkSj � nksuksa fdlh rhljh pj jkf'k osQ iQyuksa osQ :i esa fn;s jgrs gSaA bl rhljh jkf'k dks izkpy
�6���,����� dgrs gSa vkSj bl izdkj osQ lehdj.k izkpfyd lehdj.k dgykrs gSaA bl izdkj osQ lEcU/ksa
ls ge izkpy dk foyksiu ����,������ fd;s fcuk gh �J��Kkr dj ldrs gSaA

tSls] ;fn���:������� vkSj ��:������H tgk¡ � LorU=k pj jkf'k gS rFkk � vkSj � ijrU=k pj jkf'k;k¡ gSa rks

dy
dx

�: . .
dy dt dy dx=

dt dtdt dx

vr% � osQ lkis{k � dk vody&xq.kkad] izkpy osQ lkis{k � vkSj � osQ vody&xq.kkadksa dk HkkxiQy gksrk gSA

gy lfgr mnkgj.k

mnkgj.k 1- ;fn ������� rFkk ��:	#	�� rks 
dy
dx  Kkr dhft,A

gy % ;gk¡ ��: 
��

nksuksa i{kksa dk ��osQ lkis{k vodyu djus ij

dx
dt
�: �
�

rFkk ��: �
�

nksuksa i{kksa dk � osQ lkis{k vodyu djus ij

dy
dt
�: �


∴
dy
dx

�:

dy
dt
dx
dt
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�� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

:
2
2

a
at
�:�

1
t
� mÙkj

mnkgj.k 2- ;fn �	
	�	���	�	vkSj �	
	�	���	�� rks  �; � Kkr dhft,A

gy % ;gk¡�
dx
dθ

�:�8�
�
��θ�vkSj�
dy
dθ �:�����
�θ

∴ dy dy dx
d ddx

=
θ θ

�:
cos

cot
sin

b b
a a

θ = − θ
− θ

� mÙkj

iz'ukoyh 4-4

dy
dx

 Kkr dhft, %

1- ��:�
�
���θ9���:������θ #" ��:���
��9���:�
����

3- ��:���*��9���:�	��;���
���

4- ;fn ��:�
2

3 3

3 3
,

1 1

at at
y

t t
=

+ +  rks fl¼ dhft, fd

���
3

3

(2 )

1 2

dy t t
dx t

−=
− ����

dy
dx

 Kkr dhft, tc ��: 
1
2
 gSA

mÙkj

�� cos
b

ec
a

θ �� 8����� ������	��8
����

�� �����8�J�

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

2- cgqfodYih; iz'u �)����"���7/��������
���
�µ

��� ;fn � vkSj � osQ chp dksbZ ,slk lehdj.k fn;k gks ftls rqjar � osQ fy, gy ugha fd;k tk losQ] rks
� dks � dk dkSu&lk iQyu dgsaxs\

�
� vLi"V ��� Li"V ��� lekarj �� laxr

���� ;fn � dk eku � osQ :i esa Kkr fd;k tk losQ] rks � dks � dk dkSu&lk iQyu dgsaxs\

�
� vLi"V ��� Li"V ��� lekarj �� laxr

����� ���:�� dk eku gksxkµ

�
�
x
y

− ���
x
y ���

y
x

− ��
y
x
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����������	�

�����������
��� ��

bdkbZ��� y?kqx.kdh; vodyu

4-5 lkjka'k �%�""����

• ;fn ,sls iQyuksa dk vodyu djuk gks ftlesa ?kkrkad Hkh mlh pj jkf'k dk iQyu gks vFkok og iQyu
ftldk vodyu djuk gks dbZ iQyuksa dk xq.kuiQy ;k HkkxiQy gks] rks ,sls iQyuksa dk vodyu mudk
y?kqx.kd ysdj Kkr fd;k tkrk gSA bl izfØ;k dks y?kqx.kdh; vodyu dgrs gSaA

• ��*��7���#��:���*�7�;���*�#

• ��* 
m
n

 
  

 ����*�7�����*�#

• ��*��7���:�#���*�7�

• ;fn � vkSj � osQ chp dksbZ ,slk lehdj.k fn;k gks ftls rqjUr � osQ fy, gy ugha fd;k tk losQ] rks
� dks � dk vLi"V iQyu ��,"������������� dgrs gSaA blosQ foijhr ;fn � dk eku � osQ :i
esa Kkr fd;k tk losQ] rks � dks � dk Li"V iQyu ��!"������������� dgrs gSaA

• dHkh&dHkh � vkSj � nksuksa fdlh rhljh pj jkf'k osQ iQyuksa osQ :i esa fn;s jgrs gSaA bl rhljh jkf'k
dks izkpy �6���,����� dgrs gSa vkSj bl izdkj osQ lehdj.k izkpfyd lehdj.k dgykrs gSaA

4-6 'kCndks'k �#��)���
�

• iQyu ��������% dk;ZA

• vuUr ��������% ftldk var u gksA

4-7 vH;kl&iz'u ���	��)����
���
�

1- ;fn ��:����	�����] rks 
dy
dx

 dk eku fudkysaA (mÙkj % sin 1 1

2

1 1
sin log

1
x x x x

x x
− −

 
 +
 − 

)

2- ;fn ���
�����:��
����� gks] rks 
dy
dx

fudkysaA (mÙkj % 
log sin tan
log cos cot

y y x
x x y

+
− )

3- ;fn ��:���
� rks fl¼ djsa fd 

2

.
1 log

dy y
x

dx y x
=

−

4- ;fn ��:�
���
�θ�vkSj ��:���
��θ] rks 
dy
dx

 ifjdfyr djsaA (mÙkj % cot
b
a

− θ )
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��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

mÙkj % Lo&ewY;kadu ��
����������������	�
��

1- ��� y?kqx.kdh; �������*�# ����� # ���� ��*��7��#� ��� ���

�� ��� �
� ���� ��� ����� ����

4-8 lanHkZ iqLrosaQ �����$��������!
�

iqLrdsa 1- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkmQfUly iQkWj bdksukWfed ,tqosQ'kuA

2- xf.krh; vFkZ'kkL=k µ ekbdy gSjhlu] iSfVªd okYMjuA

3- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ ekydkWe] fudksyl] ;w-lh- yUnuA

4- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkyZ ih- fleksu] ykWjsUl CyweA

5- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ esgrk vkSj enukuh µ lqYrku pUn ,.M lUlA

6- ,lsfU'k;y eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ uWV lsMsLVj] ihVj gkeUM] izSfUVl gkWy ifCy-

7- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ fleksu vkSj Cywe µ ohok ifCyosQ'kuA

8- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ ;kekus µ izSfUVl gkWy bfUM;kA

9- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl ,.M iQkbukUl µ ekfVZu ukeZuA
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ��� f}rh; ,oa mPprj Øe osQ vodyu

bdkbZµ� % f}rh; ,oa mPprj Øe osQ vodyu

����	�������������� ������������������	��

vuqØef.kdk ����������

mís'; ��������	�
�

izLrkouk ������������

��� mÙkjksÙkj vodyu �0����

�	����������������

��� lkjka'k �0�,,��(�

��� 'kCndks'k �.�(4���
�

��� vH;kl&iz'u ���	��4����
���
�

��� lanHkZ iqLrosaQ �����/��������*
�

mís'; ��������	�
�

bl bdkbZ osQ vè;;u osQ i'pkr~ fo|kFkhZ ;ksX; gksaxsµ

• mÙkjksÙkj vodyu Kkr djus esaA

izLrkouk ������������

;fn ���� dk iQyu gS rks 
dy
dx

 Hkh � dk iQyu gksxkA blosQ vody&xq.kkad dks � dk f}rh; vody&xq.kkad

rFkk bls r`rh; vody&xq.kkad dh laKk nsrs gSaA

5-1 mÙkjksÙkj vodyu �%����

�	����������������

;fn �9�� dk dksbZ iQyu gks rks � osQ lkis{k � dk vody&xq.kkad vFkkZr~ 
dy
dx

 Hkh � dk iQyu gksrk gS ftldk

fiQj ls vodyu fd;k tk ldrk gSA dy
dx

 osQ vody&xq.kkad d dy
dx dx

 
  

dks � dk f}rh; vody&xq.kkad

dgrs gSa] blh izdkj � osQ f}rh; vody&xq.kkad dks � dk r`rh; vody&xq.kkad dgrs gSaA bu fofo/

vodyuksa dks Øekuqlkj 
2 3

2 3, , , .....
dy d y d y
dx dx dx

 }kjk izdV djrs gSaA
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��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

mÙkjksÙkj vodyt osQ fy, izeq[k laosQru fuEu rkfydk esa n'kkZ;s x, gSaµ

ewy iQyu �������� lk/kj.k laosQru vU; laosQru

izFke vodyt
dy
dx �′������	�����

f}rh; vodyt
2

2

d dy d y
dx dx dx

  =  
�″������	������

r`rh; vodyt
2 3

2 3

d d y d y
dx dx dx

 
= 

 
�′″������	������

��������������� ��������������� ���������������


ok¡ vodyt
1

1

n n

n n

d d y d y
dx dx dx

−

−

 
= 

 
��������	�������

blh izdkj ;fn � :���9�rks
dy
dx

�:�%��

2

2

d y
dx �: 6 5(7 ) 42

dy
x x

dx
=

vkSj
3

3

d y
dx

�: 5 4(42 ) 210 .
d

x x
dx

=

gy lfgr mnkgj.k

mnkgj.k 1- ;fn ����	
	��
	�	���	�	���	�	 ��	������	� rks ���		��� dk eku Kkr dhft,A

gy % fn;k gS]

�����: 
���;�����;�����;����;�	�� ��

�′ ����: �
���;������;������;����;�	�;�-

�″�����: �-
���;�������;�#���;���;�-

�′″�����: #-
���;������;�#��;�-

�″″ ����: ��-
��;����� mÙkj

mnkgj.k 2- ;fn �	�������	����	!	������ rks fl¼ dhft, fd
2

2
2

d y
m y

dx
� 	
 %"

gy % fn;k gS] ��:���
��7��;�&���
�7�

� osQ lkis{k vodyu djus ij]

dy
dx

�: cos . ( ) ( sin ). ( )
d d

A mx mx B mx mx
dx dx

+ −

: �7���
�7��8�&7�
��7�
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ��� f}rh; ,oa mPprj Øe osQ vodyu

� osQ lkis{k iqu% vodyu djus ij]

2

2

d y
dx

�: ( sin ). ( ) cos . ( )
d d

Am mx mx Bm mx mx
dx dx

− −

: 8��7��
��7��8�&7����
�7�
: 8�7�����
��7��;�&���
�7���:�8�7��

vr%
2

2
2

d y
m y

dx
+ �:�-�

mnkgj.k 3- ;fn �	
	���	�������] rks fl¼ dhft, fd ��	����������	���	���
�	�	
	%"

gy % fn;k gS] ��:�
���
����

���: <��
��
����=����
�� ������

iqu% vodyu djus ij

���: <��
��
����=���8�
�����;���
����<8�
���
����=���
��

: 8�
������
��
����8���
����
���
����

: 8�
������
��
�����8�����
���9 <�����:�
���
����=

: 21sin . cos ,
cos

y
x y x

x
− − <��� ls=

vr% ���;���������;�����

����:�-�

mnkgj.k 4- ;fn �	
	���	������ gks rks fl¼ dhft, fd

.−
2

2 2
2

2 ( ) = 0
d y dy

a a b y
dxdx

� �

gy % fn;k gS] ��:�	���
���� ������

� osQ lkis{k vodyu djus ij]

dy
dx

�: (sin ) sin . ( )ax axd d
e bx bx e

dx dx
+

: cos . ( ) sin . . ( )ax axd d
e bx bx bx e ax

dx dx
+

: cos sinax axbe bx ae bx+

: cos ,axbe bx ay+ �<lehdj.k (1) ls= ������

� osQ lkis{k iqu% vodyu djus ij]

2

2

d y
dx

�: . (cos ) cos . ( )ax axd d dy
b e bx bx e a

dx dx dx
 + +  

: .( sin ) . ( ) cos . . ( )ax axd d dy
b e bx bx bx e ax a

dx dx dx
 − + +  
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��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

: [ sin cos ]ax ax dy
b be bx ae bx a

dx
− + +

:
2 sin ( cos )ax ax dy

b e bx a be bx a
dx

− + +

: 2 2 22 ( ) ,
dy dy dy

b y a ay a a a b y
dx dx dx

 − + − + = − +  

lehdj.k (1) vkSj (2) ls

vr%
2

2 2
2 2 ( )

d y dy
a a b y

dxdx
− + + :�-�

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

1- fjDr LFkkuksa dh iwfrZ djsa ���������/�����B
�µ

���
d dy
dx dx

 
  

 � dk --------- vody&xq.kkad dgrs gSaA

����
2

2

d d y
dx dx

 
 
 

��������� �����
2

2(........)
d d y
dx dx

= �

iz'ukoyh �"�

�" ;fn ��:�'���;�����;����;��� rks 
3

3

d y
dx

 Kkr dhft,A

#" ;fn ��:�
���;�����;����;� rks 
3

3

d y
dx

Kkr dhft,A

)" ;fn ��:������*��� rks fl¼ dhft, fd 
3

3

2d y
xdx

= -

fuEufyf[kr iQyuksa osQ f}rh; vody&xq.kkad Kkr dhft, %

'" ���������*��� ���� ����*���

�" 
�����
����

+" ���	��� �" ���	�


�" 	�� dk #ok¡ vody&xq.kkad Kkr dhft,A

 " ;fn ��:���
��*��;�&���
�*�� rks fl¼ dhft, fd 
2

2
2 0.

d y
p y

dx
+ =

�%" ;fn ���;����8��
���:�-9 rks fl¼ dhft, fd 
2 2

2 2 3

2
.

( )
d y a xy
dx ax y

=
−
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ��� f}rh; ,oa mPprj Øe osQ vodyu

��" ;fn ���� dk iQyu gS rFkk ��:�
� rks fl¼ dhft, fd 
2 2

2
2 2 .

d y d y
a

dx dz
=

�#" ;fn ��:��
�������] rks fl¼ dhft, fd ���8��������8�����:���

�)" ;fn ��:� 1tan xe
− ��rks fl¼ dhft, fd����;��������;�����8�������:�-�

�'" ;fn ,x y y x c+ + − =  rks fl¼ dhft, fd 
2

2 2

2
.

d y
dx c

=

��" ;fn ���;����;����:�
�9 rks fl¼ dhft, fd 
2 2

2

6
0.

( 2 )
d y a

x ydx
+ =

+

�+" ;fn ��:�
1 11 2 log 3 2 log

tan tan ,
1 2 log 1 6 log

x x
x x

− −− ++
+ −  rks fl¼ dhft, fd 

2

2 0.
d y
dx

=

��" ;fn *��:�
����
��θ�;����
���θ9 rks fl¼ dhft, fd 
2 2 2

2 3
.

d p a b
p

d p
+ =

θ

��" ;fn ��:� 1sina xe
− 9 rks fl¼ dhft, fd ���8��������8�����8�


���:�-�

� " ;fn ��:�
���7�
������9 rks fl¼ djks fd ���8��������8�����;�7
���:�-�

5-2 lkjka'k �%�""����

• ;fn �9�� dk dksbZ iQyu gks rks � osQ lkis{k � dk vody&xq.kkad vFkkZr~ 
dy
dx

 Hkh � dk iQyu gksrk

gS ftldk fiQj ls vodyu fd;k tk ldrk gSA dy
dx

 osQ vody xq.kkad d dy
dx dx

 
  

dks � dk f}rh;

vody&xq.kkad dgrs gSaA

5-3 'kCndks'k �#��)���
�

• mÙkjksÙkj �0����

�	��% ØekxrA

• fofo/ �)�
��������
�% fefJrA

5-4 vH;kl&iz'u ���	��)����
���
�

1- ;fn ��:���
3

1
x

− ] rks 
2

2

d y
dx

 Kkr dhft,A (mÙkj % #��8������)

2- ;fn ��:������*��� rks fl¼ dhft, fd 
4

4

6d y
xdx

= -

3- ;fn ��:�	���
��� gks] rks fl¼ djsa fd 
2

2 2
2 2 ( ) 0

d y dy
a a b y

dxdx
− + + = �
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vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

mÙkj % Lo&ewY;kadu ��
����������������	�
��

1- ��� f}rh; ����
3

3

d y
dx

�����
dy
dx

�

5-5 lanHkZ iqLrosaQ �����$��������!
�

iqLrdsa 1- xf.krh; vFkZ'kkL=k µ ekbdy gSjhlu] iSfVªd okYMjuA

2- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ esgrk vkSj enukuh µ lqYrku pUn ,.M lUlA

3- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ ekydkWe] fudksyl] ;w-lh- yUnuA

4- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkyZ ih- fleksu] ykWjsUl CyweA

5- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkmQfUly iQkWj bdksukWfed ,tqosQ'kuA

6- ,lsfU'k;y eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ uWV lsMsLVj] ihVj gkeUM] izSfUVl gkWy ifCy-

7- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ ;kekus µ izSfUVl gkWy bfUM;kA

8- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ fleksu vkSj Cywe µ ohok ifCyosQ'kuA

9- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl ,.M iQkbukUl µ ekfVZu ukeZuA
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ��� vodyu% lkis{k

bdkbZµ� % vodyu % lkis{k

���������	�
	�����
�	�
��

vuqØef.kdk ����������

mís'; ��������	�
�

izLrkouk ������������

��� fdlh iQyu dk fdlh nwljs iQyu osQ lkis{k vodyu ��������������������������
����
���������������������

��� lkjka'k ������� �

��! 'kCndks'k �"� #���
�

��$ vH;kl&iz'u ���	��#�%��
���
�

��& lanHkZ iqLrosaQ ��������������'
�

mís'; ��������	�
�

bl bdkbZ osQ vè;;u osQ i'pkr~ fo|kFkhZ ;ksX; gksaxsµ

• fdlh iQyu dk fdlh nwljs iQyu osQ lkis{k vodyu Kkr djus dh fof/ dks le> losaQxsA

izLrkouk ������������

fdlh iQyu dk fdlh nwljs iQyu osQ lkis{k vody&xq.kkad izFke iQyu dk � osQ lkis{k vody&xq.kkad vkSj
nwljs iQyu dk � osQ lkis{k vody&xq.kkad dk vuqikr gksrk gSA

6-1 fdlh iQyu dk fdlh nwljs iQyu osQ lkis{k vodyu �������������������
�����������
���������������������

eku yhft, ���(�������rFkk ���(������

vFkkZr~ �� rFkk ��)�� osQ nks iQyu gSa] nksuksa dk � osQ lkis{k vodyu djus ij

1
1 ( )

dy
f x

dx
′=  rFkk 2

1 ( )
dy

f x
dx

= ′

vc �� dk �� osQ lkis{k vody&xq.kkad 
1

2

dy
dy
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�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

uksV~l 1

2

dy
dy

 ( 
′
′

1

1

2 2

( )
( )

dy
f xdx

dy f x
dx

�

vr% 1

2

dy
dy

�( 1

2

y x
y x
�� ��� ������ 	��
 � ������
�� ��� ����� � 	��
 � ������

D;k vki tkurs gSa lkè;µfdlh iQyu dk fdlh nwljs iQyu osQ lkis{k vody&xq.kkad izFke iQyu dk
� osQ lkis{k vody&xq.kkad vkSj nwljs iQyu dk � osQ lkis{k vody&xq.kkad dk
vuqikr gksrk gSA

gy lfgr mnkgj.k

mnkgj.k 1- �	����� dk vody&xq.kkad �
����� osQ lkis{k ����
1
2
 ij Kkr dhft,A

gy %
1

1

(tan )
(sin )

d x
d x

−

− ��
22

2

2

1
11

1 1
1

xx
x

x

−+ =
+

−

��(�
1
2
 ij (

1
1

4
11
4

−

+
�(�

3
2 32 .

5 5
4

= mÙkj

mnkgj.k 2- ����� dk vody&xq.kkad �
��� osQ lkis{k Kkr dhft,A

gy % ekuk ���(��
���� rFkk ��

��(�
���

;gk¡ ����(�
tan xd

e
dx

�(���������
�����

vkSj ����(� sin cos
d

x x
dx

=

vr% 1

2

dy
dy

�(�
tan tan 2 tan

3

. sec
.

sin cos cos

x x xde e x e
d x x x

= = mÙkj

mnkgj.k 3- − −2
1 1 + 1

tan
x
x

 dk vody&xq.kkad −1tan x  osQ lkis{k Kkr dhft,A

gy % ekuk ���(�
2

1 1 1
tan

x
x

− + −
 rFkk ���(�

1tan x−
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ��� vodyu% lkis{k

��(����θ j[kus ij

��(
2 2

1 11 1 1 tan 1
tan tan

tan
x
x

− −+ − + θ −
=

θ

( 1 1sec 1 cos
tan tan

tan sin
− −θ − 1 − θ=

θ θ

(

2

1

1
2 sin

2tan
1 1

sin cos
2 2

−
θ

2 θ θ

(
1

1 tan
tan tan

2
x−

− θ θ  = = 2 2 

∴ 1dy
dx

�(
2

1 1 1
tan

xd
dx x

−
 + −
 
  

(
1

2

tan 1
2 2 (1 )

d x
dx x

− 
=  + 

rFkk 2dy
dx

�(
1

2

1
(tan )

1
d

x
dx x

− =
+

∴ 1

2

dy
dy �(

1 2

1

[tan { 1 1} /
(tan )

d x x
d x

−

−

− −

(
2

2

1
12(1 ) .

1 2
1

x

x

+ =

+

mÙkj

VkLd ������� dk vody&xq.kkad�
�����osQ lkis{k ��(�
1
3
 ij Kkr dhft,A (mÙkj % 

3 2
5

)

mnkgj.k 4- −  
 − 

1
2

2
tan

1
x
x

 dk −  
 
 

1
2

2
sin

1 +
x
x

 osQ lkis{k vody&xq.kkad Kkr dhft,A

gy % ekuk ���(�
1 2

tan
1 2

x
x

−  
 − 

 rFkk ���(�
1

2

2
sin

1
x

+ x
−  

 
 

��(����θ j[kus ij]

���(
1 1 1

2

2 tan
tan tan (tan 2 ) 2 2 tan

tan
x− − − θ = θ = θ = 1 − θ 

rc 1dy
dx

�( 2 2

1 2
2.

1 1x x
=

+ +
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rFkk ���(
1 1 1

2

2 tan
sin sin (sin 2 ) 2 tan

tan
x− − − θ = θ = θ = 2 1 + θ 

rc 2dy
dx �( 2 2

1 2
2.

1 1x x
=

+ +

∴
1

2

dy
dy �(

1 2

1 2

[tan {2 /(1 )}]
[sin {2 /(1 )}]

d x x
d x x

−

−

−
+

(

1 2

1 2

[tan {2 /(1 )}]

sin {2 /(1 )}

d
x x

dx
d

x x
dx

−

−

−

+

(
2

2

2 1
1.

21
x

x
+× =

+ mÙkj

mnkgj.k 5- iQyu �������� −-1sin (2 1x x� dk �
����� osQ lkis{k vody&xq.kkad Kkr djsaA

gy % ekuk ���(
1 2sin 2 1x x− −

��( 
��θ

��(
1 2 1sin (2sin 1 sin ) sin (2sin cos )− −θ − θ = θ θ

��(
1sin (sin 2 )− θ

���( �θ�(���
����

1dy
dx

�(
2

2

1 x−

iqu% ���( 
�����

2dy
dx

�(
2

1

1 x−

rc
1 2

1

sin (2 1 )
sin

d x x
d x

−

−

−
�(

2

2

2

1
2.

1

1

x

x

−
=

−

mÙkj

mnkgj.k 6- ;fn ( )− + − −6 6 3 3 31 1x y a x y�
 gks] rks fl¼ dhft, 1

−=
−

2 6

2 6

1dy x y
dx y x -

gy % ekuk ���(�
��θ)����(�
��φ)�rc 6 6 3 3 31 1 ( )x y a x y− + − = −
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ��� vodyu% lkis{k

;k 2 21 sin 1 sin− θ + − φ (� 3 (sin sin )a θ − φ

cos cosθ + φ �( 3 (sin sin )a θ − φ

2 cos cos
θ + φ θ − φ

2 2 �( 3.2cos sin
2

a
θ + φ θ − φ

2

⇒ cot
θ − φ

2
�( ��

⇒ θ *�φ ( ����������

⇒ 
�������*�
�������( ����������

� osQ lkis{k vodyu djus ij

2 2

6 6

1 1
. 3 . 3

1 1

dy
x y

dxx y
−

− −
�(�+

⇒
dy
dx

�(
2 6

2 6

1
1

x y
y x

−
−

� mÙkj

mnkgj.k 7- ;fn ���� 2 3

1
,

1 x x x� � �

rc �����ij 
dy
dx

 rFkk 
2

2

d y
dx

 dk eku Kkr dhft,A

gy % ��(� 2 3 1
2 3

1
(1 )

1
x x x

x x x
−= + + +

+ + +

dy
dx

�( *����,���,����,����������,����,�!���

��(�+�ij
dy
dx

�( *�

2

2

d y
dx

�( ����,���,����,����������,����,�!���

*����,���,����,����������,����

��(�+�ij
2

2

d y
dx

�( +� mÙkj

mnkgj.k% 8- ;fn �
�������������������� rks fl¼ dhft, 
dy
dx

 �
2cos ( )
cos

a y
a
�

 rFkk �����ij

dy
dx  ��������

gy % ���
����(�����
����,���

⇒ ��(
sin

cos ( )
y

a y+

� osQ lkis{k vodyu djus ij
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��( 2

cos ( ) cos sin . { sin ( )}

cos ( )

dy dy
a y y y a y

dx dx
a y

+ − − +

+

��( 2

{cos ( ).cos sin ( ).sin }

cos ( )

dya y y a y y
dx

a y

+ + +

+

��( 2

cos ( )

cos ( )

dy
a y y

dx
a y

+ −

+

��( 2

cos
cos ( )

a dy
dxa y+

⇒
dy
dx

�(
2cos ( )
cos

a y
a
+

iqu% tc ��(�+

rc 
����(�+ ⇒ ��(�	π

��(�+�ij]
dy
dx

 =
2cos ( )
cos

a n
a
+ π

⇒
dy
dx

 (
2cos

cos
a
a ��
���

mnkgj.k 9- ;fn ������
��������������������� rks fl¼ dhft,

( )− −
2

2
21 = 4.

d y dy
x x

dxdx

gy % ���(��
��������,����
������

dy
dx

�(
1 1

2

2 (sin cos )

1

x x

x

− −−

−

⇒ 21
dy

x
dx

− �( 1 12 (sin cos )x x− −−

� osQ lkis{k vodyu djus ij

2
2

2 2

1
1 ( 2 ).

2 1

d y dy
x x

dxdx x
− + −

−
�(�

2 2

1 1
2

1 1x x

 
 +
 − − 

2
2

2

2

(1 )

1

d y dy
x x

dxdx
x

− −

−
�(�

2

2
2.

1 x−

∴
2

2
2(1 )

d y dy
x x

dxdx
− − �(�$�
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ��� vodyu% lkis{k

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

cgqfodYih; iz'u �-�.���.��/������%��
���
�µ

�
� ��	 dk �	 osQ lkis{k vody xq.kkad gksxkµ

��� � ��� � ��� �	 ��� ��

�

� .�'�� dk ���� osQ lkis{k vody xq.kkad gksxkµ

���
2sin x

x
���

2cos x
x

��� 2cos
x

x
��� 2sin

x
x

�


� ����� dk vody&xq.kkad 
����� osQ lkis{k ��(�
1
2
ij gksxkµ

���
3 2

5
���

5 2
3

���
2 3

5
���

5

2 3

iz'ukoyh 6-1

fuEufyf[kr dk vody&xq.kkad Kkr dhft, %

1- �
�dk �� osQ lkis{kA 2- �� dk x  osQ lkis{kA

3- ��
����� dk 
����� osQ lkis{kA

4- 1 1
sin

1
x
x

−  −
 + 

�dk x  osQ lkis{kA 5- �.�'�
��������� dk 
��� osQ lkis{kA

6- .�'�����,����,��� dk ����,���� osQ lkis{kA

7- 1
2

1
sec

2 1x
−

−
�dk 21 x−  osQ lkis{k 1

2
x =  ij eku crkb,A

mÙkj

�� 35
2

x �� 2 xx e !� 2 11 .sinx x x−+ −

$�
2

1 x
−
+ &� sin(log sin ) . [log (log sin 1 log sin )]xx x x+

�� 2

1
2 1x x+ + 0� $�
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6-2 lkjka'k ���������

• eku yhft, ���(�������rFkk ���(������ vFkkZr~ �� rFkk ��)�� osQ nks iQyu gSa] nksuksa dk � osQ lkis{k
vodyu djus ij

1
1 ( )

dy
f x

dx
′=  rFkk 2

2 ( )
dy

f x
dx

′=

6-3 'kCndks'k ��������
�

• lkis{k �1�����.�% vkaf'kdA

6-4 vH;kl&iz'u ���	�������
���
�

1-
2

1 1 1
tan

x
x

− + −
 dk vody&xq.kkad ������ osQ lkis{k Kkr dhft,A (mÙkj % 

1
2
)

2- ;fn 6 6 3 3 31 1 ( )x y a x y− + − = − gks] rks lkfcr djsa fd 
2 6

2 6

1
1

dy x y
dx y x

−=
−

mÙkj % Lo&ewY;kadu ��
����������������	�
��

�
� ��� �

� ��� �


� ����

6-5 lanHkZ iqLrosaQ �������������� 
�

iqLrdsa 1- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ ekydkWe] fudksyl] ;w-lh- yUnuA

2- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkyZ ih- fleksu] ykWjsUl CyweA

3- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkmQfUly iQkWj bdksukWfed ,tqosQ'kuA

4- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ esgrk vkSj enukuh µ lqYrku pUn ,.M lUlA

5- ,lsfU'k;y eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ uWV lsMsLVj] ihVj gkeUM] izSfUVl gkWy ifCy-

6- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ ;kekus µ izSfUVl gkWy bfUM;kA

7- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl ,.M iQkbukUl µ ekfVZu ukeZuA

8- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ fleksu vkSj Cywe µ ohok ifCyosQ'kuA

9- xf.krh; vFkZ'kkL=k µ ekbdy gSjhlu] iSfVªd okYMjuA
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ��� le:i iQyu ,oa ;wylZ izes;

bdkbZµ� % le:i iQyu ,oa ;wylZ izes;
����������������	���

�����������������

vuqØef.kdk ����������

mís'; ��������	�
�

izLrkouk ������������

0�� le:i iQyu% ifjHkk"kk��2���'����
�������3����������

0�� ;wylZ izes;��4�.��5
�6�������

0�! dkWc&MksXyl mRiknu iQyu��/���7���'.�
�1����������������

0�$ lh-bZ-,l- (fLFkj izfrLFkkiu yksp) mRiknu iQyu��6���/�4����1�����������������

0�& lkjka'k ������� �

0�� 'kCndks'k �"� #���
�

0�0 vH;kl&iz'u ���	��#�%��
���
�

0�8 lanHkZ iqLrosaQ ��������������'
�

mís'; ��������	�
�

bl bdkbZ osQ vè;;u osQ i'pkr~ fo|kFkhZ ;ksX; gksaxsµ

• le:i iQyu dh ifjHkk"kk tkuus esaA

• ;wylZ izes; dks HkyhHkk¡fr le>us gsrqA

• dkWc&MksXyl mRiknu iQyu dh tkudkjh gsrqA

• lh-bZ-,l- (fLFkj izfrLFkkiu yksp) mRiknu iQyu ls voxr gksus gsrqA

izLrkouk�������������

,d fo'ks"k izdkj osQ iQyu tks vf/drj iz;ksx gksrs gSa] le:i iQyu dgykrs gSaA
;wylZ izes; crkrh gS fd tc lHkh mRifÙk osQ lk/u ,d fn, gq, vuqikr esa c<+k;s tkrs gSa rks ifj.kkeLo:i
mRiknu Hkh mlh vuqikr esa c<+ tk,xkA
;wylZ izes; dk vkfFkZd {ks=k esa fo'ks"kdj forj.k {ks=k esa fo'ks"k egÙoiw.kZ LFkku gSA mRiknu fofHkUu lk/uksa osQ
la;qDr la;ksx ls gksrk gSA
dkWc&MksXyl mRiknu iQyu dk vkfFkZd {ks=k esa egÙoiw.kZ LFkku gSA orZeku esa vFkZ'kkL=kh dkWc&MksXyl mRiknu
iQyu dk fofHkUu vkfFkZd {ks=kksa esa iz;ksx djus yx x;s gSaA
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7-1 le:i iQyu % ifjHkk"kk �!��� ����
�������"����������

vFkZ'kkL=k eas vf/drj iz;ksx gksus okys ,d fo'ks"k izdkj osQ iQyu dks le:i iQyu dgrs gSaA

mnkgj.kkFkZ]

��������(����*���

;fn ��→ ���������→��� mijksDr iQyu esa j[krs gSa tgk¡ � /ukRed fLFkjkad gSA

rks] ���������( ������*�������(��������*����

( ���������

;fn iQyu ������ (����*����gS rks

�������� (����������

������ (��������

rks �������� (����������

le:i iQyu dk vU; mnkgj.k]
������ (����,����*�!��

rks] ��������� (����������
������ (����,�!����*�!����,���

vkSj] �������� (����������

iQyu dks fuEu izdkj fy[k ldrs gSaµ

���������(����������

uksV~l mijksDr iQyu �������	 dksfV dk le:i iQyu gSA vFkZ'kkL=k esa vf/drj 'kwU; dksfV osQ

iQyu dk iz;ksx fd;k tkrk gSA

mnkgj.k 1% ���������(�
x y
z z

+

rks] ������������(
tx ty x y
tz tz z z

+ = + �(����������(�����������

mnkgj.k 2% ����������(�
2 2 2x y z

yz xz xy
+ +

������������(
2 2 2 2 2 2

2 2 2

t x t y t z

t yz t xz t xy
+ +

( ����������

mnkgj.k 3% ;fn � ek=kk] � dher rFkk � vk; gS rks ekax iQyu fuEu gSa

�����������(�
y

kp
 tgk¡ � fLFkjkad gSA
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ��� le:i iQyu ,oa ;wylZ izes;

rks] �������� (� 0 ( , )
ty y

t f p y
kp kp

=

� (��������(���������

vr% tc ewY; � vkSj vk; � ,d gh vuqikr esa cnyrs gSa rks ekax � esa dksbZ ifjorZu ugha gksrkA

7-2 ;wylZ izes; �#�$��%
�&��������

;wylZ izes; crkrh gS fd tc lHkh mRifÙk osQ lk/u ,d fn;s gq, vuqikr esa c<+k;s tkrs gSa rks ifj.kkeLo:i
mRiknu Hkh mlh vuqikr esa c<+ tk;sxk] ;fn izR;sd mRifÙk osQ lk/u dks mldh lhekUr mRikndrk osQ ewY; osQ
cjkcj iqjLdkj fn;k tkrk gS rFkk oqQy mRiknu iw.kZ:i ls ifjlekIr gks tkrk gSA1 xf.krh; :i esa ;wylZ izes;
dks fuEu :i esa n'kkZ;k tk ldrk gSA ;fn mRiknu iQyu] ��(�������� ,d js[kh; le:i iQyu �9����
2���'���
�������� gksrh gSµ

��( P P
L K

L K
∂ ∂+
∂ ∂

)�nwljs 'kCnksa esa���(������,�����

tgk¡ ��(�oqQy mRiknu ��(�Je lk/u dh bdkb;k¡] ��(�iw¡th lk/u dh bdkb;k¡] 
P
L

∂
∂

�;k ����(�Je dh

lhekUr mRikndrk rFkk 
P
K

∂
∂

�( ;k ����( iw¡th dh lhekar mRikndrk dks n'kkZrs gSaA

ekU;rk,¡ �:

������
�

izse; fuEufyf[kr egÙoiw.kZ ekU;rkvksa ij vk/kfjr gSµ

1- iSekus osQ fLFkj izfriQy dk fu;e �6���9�#����/�
���������
�������.�� fØ;k'khy gksrk
gSA ;g rHkh lEHko gksrk gS tcfd mRiknu iQyu js[kh; le:i rFkk ,d dksfV ���'���� dh gksrh
gSA

2- cktkj esa iw.kZ izfrLi¼kZ dh fLFkfr ik;h tkrh gSA

3- ;g mRifÙk osQ lk/u dh foHkkT;rk dh ekU;rk dks ysdj pyrh gSA

4- fn;s gq, le; osQ fy, rduhdh fLFkj gksrh gSA

7-2-1 ;wylZ izes; dk fp=ke; izn'kZu
�������	������������
�����
������������������	�

;wylZ izes; dks mijksDr ekU;rkvksa dks è;ku esa j[kdj fp=k }kjk iznf'kZr fd;k tk ldrk gSA eku yhft;s mRiknu
iQyu ��(������� gS rks nksuksa lk/u � rFkk � dk oqQy mRiknu � ij izHkko iM+rk gSA izFke] ge � lk/u
dk Øe mRiknu � ij izHkko ns[ksaxs tcfd � lk/u fLFkj jgrk gSA blosQ i'pkr~ � lk/u dk � ij izHkko
ns[ksaxs tcfd � lk/u fLFkj jgrk gSA

��������	
��������
����
���������� �����
���������������� ������
��� ������������������
��
��������������������
�������
���������
�������������������������������������������

�������������������
��������������������������������������
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�������
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�

R

O Q X

G

N
t t

T

Maximum

output

M

T
o
ta

l
O

u
tp

u
t

Y

Units of labour

K
�P

K�

L
�P

L�

P = (L, K)f

js[kkfp=k 7-1

js[kkfp=k 0�� esa � lk/u dh bdkb;k¡ ��v{k ij rFkk oqQy mRiknu dks ��v{k ij ekik x;k gSA �� oqQy
mRiknu dks n'kkZrs gSaA � fcUnq ij oqQy mRiknu vf/dre gksrk gSA eku yhft;s oqQy mRiknu oØ �� ij �
fcUnq ij �� Li'kZ js[kk [khaph x;h gSA � fcUnq ls ��v{k ij yEcor~ js[kk [khaph x;h gS tks ��v{k ij �
fcUnq ij feyrh gSA

vc] � fcUnq ij <ky ��.���� 
P
K

∂
∂

�(����θ

(�
NG NG
RG OQ

=

vc
P

L
L

∂
∂

(�
NG

OQ NG
OQ

= ����
�

;wylZ izes;] � (� P P
L K

L K
∂ ∂+
∂ ∂

;k
P

K
K

∂
∂

(� P
P L

L
∂−
∂

�(���������(��� ����

�

tgk¡ ��(�oqQy mRiknu Lrj

� ��
P P

L K
L K

∂ ∂+
∂ ∂

;k ���(����,���

bl izdkj oqQy mRiknu ����� rFkk  � Hkkxksa esa foHkkftr gksrk gSA tgk¡ �� rFkk �� Øe'k% � lk/u
rFkk � dks fn;s tkus okys iqjLdkj gSaA bl izdkj ;fn fdlh iQeZ osQ izR;sd lk/u dks mldh lhekUr mRikndrk
osQ cjkcj iqjLdkj fn;k tkrk gS rks oqQy mRiknu iwoZ:i ls ifjlekIr gks tk;saxsA

7-2-2 ;wylZ izes; dk xf.krh; gy
������	��������������
�����������������	�

;wylZ izes; le:i iQyu dh lgk;rk ls lhekUr mRikndrk osQ fl¼kar esa ,d fo'ks"k laca/ dks crkrh gSA ;fn
!�(������� ,d " dksfV dk le:i iQyu gS rks ;g izes; vxzfyf[kr laca/ dks n'kkZrh gSµ

( ����
�,�����
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bdkbZ��� le:i iQyu ,oa ;wylZ izes;

t
∂
∂

���2�����(
( , )

( , )
h

ht f x y
f x y t

t t
∂ ∂+
∂ ∂

��9�2����

( "��	
��������*�+
( "����������

tgk¡ 9�2��� ck;as gS vkSj ��2�� nk;as gS rks 9�2����(���2���

�����,������( "�
������������

vr% ;fn ��(�� rks] � dh oqQN Hkh la[;k gks ldrh gSA
����,�����( "������

" lehdj.k dh dksfV gSA ;fn ge le:i js[kh; iQyu ys rks "�(��

rks ����,�����( ������

;k
u u

x y
x y

∂ ∂+
∂ ∂

�( !

;fn f}rh; dksVh lehdj.k yas rks ;s gksxk

u u
x y

x y
∂ ∂+
∂ ∂

�( �!

nks pjksa ls vf/d osQ fy, lkekU;hdj.k djus ij

∂ ∂ ∂+ + +
∂ ∂ ∂

...
u u u

x y
x y z �( �!��)��)������

tgk¡ � lehdj.k dh dksfV gSA
���������( !��,����*�$�

,d le:i js[kh; iQyu gS

rks ewy osQ vuqlkj
����,�����,�����( ��;��!��,����*�$��

���( !)����(��)����(�*$

vr% ck;k¡ i{k fuEu gksxk_
9�2����( !��,����*�$��(���2���

7-2-3- ;wylZ izes; dk egÙo ��	�����
��������������������	�

;wylZ izes; dk vkfFkZd {ks=k esa] fo'ks"kdj forj.k {ks=k esa fo'ks"k egÙoiw.kZ LFkku gSA mRiknu fofHkUu lk/uksa osQ
la;qDr la;ksx ls gksrk gSA vc loky mBrk gS fd oqQy mRiknu dks mRifÙk osQ fofHkUu lk/uksa esa fdl izdkj
forfjr fd;k tk;sA ;fn mRiknu iQyu le:i gksrh gS rks gesa ;g crkrk gS fd izR;sd lk/u dks mldh lhekUr
mRikndrk osQ cjkcj iqjLdkj izkIr gksuk pkfg, rkfd oqqQy mRiknu iw.kZ:i ls ifjlekIr gks tk;sxkA blosQ
vfrfjDr ;g izes; mRiknd dh vYidkyhu leL;kvksa dks gy djus esa enn djrh gSµmRiknu dk izR;sd lk/u
esa vkoaVu rFkk oqQy mRiknu dks fofHkUu lk/uksa osQ eè; forj.k bR;kfn leL;kvksa dks gy djrh gSA izes; iQeZ
dks ;g Hkh crkrh gS fd lk/uksa dk fdl izdkj ls iz;ksx djuk pkfg,A mRifÙk osQ lk/u dks ml lhek rd iz;ksx
djuk pkfg, tgk¡ mldk ewY; mldh lhekUr vkxe mRikndrk osQ cjkcj gks tk;sA bl izdkj ;g mRifÙk osQ
lk/u dh dher fu/kZj.k esa Hkh lgk;rk djrh gSA
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Lo&ewY;kadu ������������	�
��

1- fjDr LFkkuksa dh iwfrZ djsa ���..��������.�<
�µ

1- vFkZ'kkL=k esa vf/drj iz;ksx gksus okys ,d fo'ks"k izdkj osQ iQyu dks --------- iQyu dgrs gSaA

2- --------- izes; le:i iQyu dh lgk;rk ls lhekUr mRikndrk osQ fl¼kar esa ,d fo'ks"k laca/ dks crkrh
gSa

3- ;wylZ izes; dk ---------- {ks=k esa fo'ks"k egÙoiw.kZ LFkku gSA

4- --------- fofHkUu lk/uksa osQ la;qDr la;ksx ls gksrk gSA

5- ;fn mRiknu iQyu --------- gksrh gS rks gesa ;g crkrk gS fd izR;sd lk/u dks mldh lhekUr mRikndrk
osQ cjkcj iqjLdkj izkIr gksuk pkfg, rkfd oqQy mRiknu iw.kZ :i ls ifjlekIr gks tk,xkA

7-3 dkWc&MksXyl mRiknu iQyu �'���(��� $�
�)����������������

dkWc&MksXyl mRiknu iQyu dk vkfFkZd {ks=k esa O;kid :i ls iz;ksx fd;k tkrk gSA bl mRiknu iQyu osQ
izfriknu dk Js; lh-MCY;w- dkWc �/�=��/���� rFkk Mh- ,p- MksXyl dks fn;k tkrk gSA mUgksaus bl iQyu dk
vuqeku yxkus osQ fy, fo'o osQ fofHkUu m|ksxksa dk vè;;u fd;kA bl izdkj bldk iz;ksx mRiknu osQ lkekU;
fu;e �>�	��
�.�.�#� osQ :i esa fd;k tkrk gSA

D;k vki tkurs gSa dkWc&MksXyl mRiknu iQyu dks lkekU; :i esa fuEu izdkj ls n'kkZ;k tkrk gSµ

# ��(�$�α��β�!

tgk¡ ��(�mRiknu] ��(�Je lk/u] ��(�iw¡th lk/u] !�(� =kqfV ���
�������
6���
� rFkk $ ,d fLFkj jkf'k gSA

α rFkk β /ukRed izkpy �1��������
� gSaA blosQ lkFk α ?�+)�β ?�+)�9�?�+ rFkk α ,�β (�� gksrk gSA

oqQN vFkZ'kkL=kh bl mRiknu iQyu dks ! osQ fcuk Hkh n'kkZrs gSaA
��( $�α���β�α ?�+)�β�?�+�

;fn α�,�β�( �

dkWc&MksXyl mRiknu iQyu esa nks mRifÙk osQ lk/u gksrs gSa vFkkZr~
��( ������

;fn nksuksa rjiQ fdlh fLFkj λ �9����� ls xq.kk dj fn;k tk;s rks
λ��( ��λ��λ��

rc] ���λ��λ���( $�λ��α �λ��β !

� λα� β $�α��β!

( λ α ,�β� (pwafd���(�$�α��β�!�

;fn α�,�β�(��) rc mRiknu iSekus osQ fLFkj izfriQy osQ varxZr gksxkA



uksV

VED1

E\L-LOVELY-H\math7-1 IInd 21-10-11 IIIrd 24-1-12 IVth 21-4-12 Vth 20-8-12 VIth 10-9-12

����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ��� le:i iQyu ,oa ;wylZ izes;

;fn α�,�β�?��) iSekus dk c<+rk gqvk izfriQy dk;Z'khy gksxkA

rFkk α�,�β�@��) iSekus dk ?kVrk gqvk izfriQy dk;Z'khy gksxkA

7-3-1 dkWc&MksXyl mRiknu iQyu dh fo'ks"krk,¡ ����������������������  ��������
���!�����
�"�
����
�

1- ;fn mRifÙk osQ lk/uksa esa fdlh fLFkj jkf'k λ ls o`f¼ dh tkrh gS rks mRiknu Hkh λ xq.kk c<+ tk;sxkA

dkWc&MksXyl mRiknu iQyu ��(��α��
β ! gS rks ;fn Je � rFkk iw¡th ��� λ ls xq.kk c<+k fn;s tk;sa rks

��
�( $��λ��

α��λ��β�!
% λα � β$�α��β�!

( λ�$�α��β�! �;fn α , β�(���

( λ�

O X

Y

A1 A2 A3

Factor-L

B3

B2

B1

F
a
ct

o
r-

K

M

R

Q

P

300

200

100

js[kkfp=k 7-2

bl izdkj ftl vuqikr esa lk/uksa dks c<+k;k tkrk gS mlh vuqikr esa mRiknu Hkh c<+ tkrk gSA bldks js[kkfp=k
7-2 dh lgk;rk ls Hkh Li"V fd;k tk ldrk gSA ��v{k ij lk/u � (Je) rFkk ��v{k ij lk/u � (iwath)
dks fy;k x;k gSA mRiknu dh 100 bdkb;k¡ mRikfnr djus osQ fy, lk/u � dh  $� bdkb;k¡ rFkk lk/u �
dh  &� bdkb;k¡ dke esa yh tkrh gSaA ;fn mRiknu dh 200 bdkb;k¡ mRikfnr djrs gSa rks lk/u ��rFkk lk/
u ' dks Hkh nqxquh vko';drk iM+sxhA ;gk¡  $� fcYoqQy  $� dk nqxquk gSA blh izdkj  &� fcYoqQy  &�

dk nqxquk gSA blh izdkj mRiknu dh 300 bdkb;ksa osQ fy, lk/u $ rFkk & dks rhu xquh bdkb;ksa dh
vko';drk gksxhA tSlk fd js[kkfp=k 7-2 esa Li"V fd;k x;k gSA

bldks nwljs rjhosQ ls Hkh Li"V fd;k tk ldrk gSA  � mRiknu dk foLrkj iFk gS tks ��� rFkk ' larqyu
fcUnqvksa dks feykrh gSA ;s lHkh larqyu fcUnq leku vUrj ij gksaxs vFkkZr~  ��(����(��'] tks ;g crkrk gS
fd mRiknu mlh vuqikr esa c<+sxh ftl vuqikr esa lk/u c<+k;s tkrs gSaA

2- mRiknu iQyu le:i rFkk ,d dksfV dk gksrk gS% ;fn mRiknu iQyu le:i rFkk ,d dksfV ���'����
dk gksrk gS rks mldk vfHkizk; ;g gS fd mRiknu fLFkj iSekus osQ izfriQy osQ varxZr vkrk gS] vFkkZr~

mRiknu iQyu] ��(�$�α���β�!

nksuksa rjiQ .�' ysus ij
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.�'�� (�.�'�$�,�α.�'���,�β.�'���,�.�'�!

i`Fko~Q&i`Fko~Q :i esa � rFkk � osQ lUnHkZ esa vkaf'kd vodyu �������������� djus ij

1 P
P L

∂
∂

�(
L
α

����
�

rFkk
1 P
P K

∂
∂ �( K

β
�����

�

�
� rFkk �

� dks iqu% fy[kus ij

P
L

L
∂
∂ �( α� ����


�

P
K

L
∂
∂ �( β� ����
(�

lehdj.k �


� ,oa �
(� dks tksM+us ij

P
L

L
∂
∂

�,�
P

K
L

∂
∂

�( �α�,��β�(����α�,�β�

( � A∴ α�,�β�(��B

3- ;fn mRiknu iQyu le:i rFkk ,d dksfV dk gksrk gS rks izfrLFkkiu dh yksp �4.�
����� ���
���
�������� lnSo bdkbZ osQ cjkcj gksrh gSA ;fn mRiknu iQyu ��(�$�α��β ! tgk¡ α ,�β�(��

ge tkurs gSa fd

izfrLFkkiu dh yksp�( σ�(�
����������	 �� 
��� ������������

������������
��� ��������� ���������

∴ σ (�
/ / ( / ) / / /
/ / / /L K L K

K L K L K L K L
P P P P R R

∂( ) ∂( )=
∂( ) ∂

tgk¡ �)��(�lk/u ek=kk vuqikr

'�( �����(�lk/u dher vuqikr

ge tkurs gSa fd lhekUr izfrLFkkiu rduhdh dh nj (�
K
L

∂
∂

∴
K
L

∂
∂ �( L L

K K

MP P
R

MP P
= =

vU; 'kCnksa esa] '�(
/
/

P L
P K

∂ ∂
∂ ∂

gekjk mRiknu iQyu ��( $�α��β !

� rFkk � osQ lanHkZ esa i`Fko~Q&i`Fko~Q vodyu djus ij

P
L

∂
∂ �( β$�α�β�!
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bdkbZ��� le:i iQyu ,oa ;wylZ izes;

vr%
P
L

∂
∂ �( α$�α�����β���!

'�(
1/

/
P L AL K u K
P K LAL K u

α− β

α β
∂ ∂ α α= =
∂ ∂ ββ

(
K
L

α  − β  
∂'�( αCβ∂���)��

vr% σ�(
/ / / / / /

/ / / /L K L K

K L K L K L K L
P P P P R R
∂( ) ∂( )=

∂( ) ∂

σ�( / / /
1

/ /
( / ) /

K L K L
K L b
K L b

∂( ) =
∂( ) ⋅ α

⋅ α

bfr fl¼e~

4- mRiknu osQ fy, iw¡th rFkk Je vko';d lk/u gksrs gSaµ mRiknu osQ fy, /u 'kwU; gks tk;s rks oqQy mRiknu
Hkh 'kwU; gks tk;sxk

mRiknu iQyu] ��( $�α��β�!

ekuk ��( +
��( $�&����β�!�(�+

ekuk ��( +

��( $�α�� ��!���(�+

vr% mRifÙk osQ fy, nksuksa lk/u vko';d gSaA

5- ;fn mRiknu iQyu ���(�$�α��β�!� js[kh; rFkk le:i gksrh gS rks α rFkk β Øe'k% oqQy mRiknu esa Je
rFkk iw¡th osQ fgLls dks iznf'kZr djrs gSaA

mRiknu iQyu] ��( $�α��β�!

� rFkk � osQ lanHkZ esa i`Fko~Q&i`Fko~Q vodyu djus ij

1
P
�(

1
.

p
L L

∂ α
∂

1 P
P K

∂
∂

�(
1

.
K

β

∴ α�(
L R
P L

∂ = ×
∂

��
�����������	�
����


����

(
����� ���	�
��	

���	��

( Jfed dk oqQy mRiknu esa fgLlkA

rFkk β�(
K P
P K

∂ = ×
∂

���� �
���������	�
���������

�����
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(
���� �����	
���

�����

( iw¡th dk mRiknu esa fgLlk bfr fl¼e~

6- mRiknu iQyu osQ rFkk Øe'k% Je yksp rFkk iw¡th yksp dks iznf'kZr djrs gSaA mRiknu iQyu dh fo'ks"krk (5)
ls

α�(
L P
P L

∂
∂

(
/
/

P P
L L

∂
∂

�(�Je dh yksp

β (
K P
P K

∂
∂

(
/
/

P P
K K

∂
∂ �(�iw¡th dh yksp bfr fl¼e~

dkWc&MksXyl mRiknu iQyu dk foLrkj iFk �4D��
���1���� js[kh; le:i gksrk gS rFkk ewy fcUnq ls
gksdj xqtjrk gSA

dkWc&MksXyl mRiknu iQyu

��( $�α��β!

nksuksa rjiQ E9�'5 ysus ij

.�'���( .�'$�,�α .�'��,�β�.�'���,�.�'�!

� rFkk � osQ lanHkZ esa i`Fko~Q&i`Fko~Q :i esa vodyu djus ij

∂
∂

1 P
P L

�(
α
L

����$�

∂
∂Κ

1 P
P

�(
β
K

����&�

lehdj.k �$� rFkk �&� dks  iqu% fy[kus ij

����(
∂ α=
∂

·
P

P
L L

rFkk ���
��(

P
P

L
∂ β= ⋅
∂ Κ

∴ L

K

MP
MP

�( L

K

P
P

α
β

/
/

P L
P K

�( L

K

P
P

vFkok
α
β

·
K
L �(

L

K

P
P
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bdkbZ��� le:i iQyu ,oa ;wylZ izes;

vFkok α*�����( βF����

vFkok αF�������β�����( +

vr% mRiknu iQyu dk foLrkj iFk js[kh; le:i gS rFkk ewy fcUnq ls xqtjrh gSA

7-3-2 dkWc&MksXyl mRiknu iQyu dk vkfFkZd egÙo
����
�	������
�����
��������  #������������!�����
�"�
����
�

dkWc&MksXyl mRiknu iQyu dk vkfFkZd {ks=k esa egÙoiw.kZ LFkku gSA orZeku esa dbZ vFkZ'kkL=kh dkWc MksXyl
mRiknu iQyu dk fofHkUu vkfFkZd {ks=kksa esa iz;ksx djus yx x;s gSaA bl iQyu dk iz;ksx fnu&izfrfnu fo'ks"kdj
fofHkUu m|ksxksa rFkk Ñf"k {ks=kksa esa c<+us yx x;k gSA ;g bu {ks=kksa osQ fy;s egÙoiw.kZ lwpuk;sa iznku djrh gSA ;g
fofHkUu uhfr;ksa osQ fuekZ.k djus esa Hkh dke vkrh gSA

bl iQyu dh lgk;rk ls ge Je iw¡th dh lhekUr mRikndrk �-��'��.�1�������	�� � fudky ldrs gSa
vkSj bl izdkj ;g etnwjh fu/kZj.k osQ fl¼kUr esa lgk;rk nsrh gSA (mRiknu iQyu mRiknu rduhdh dk o.kZu
djrk gSA) bl iQyu ls ;g Hkh ekywe fd;k tk ldrk gS fd fdlh lk/u dks fn;k tkus okyk iqjLdkj mldh
lhekUr mRikndrk osQ cjkcj gS ;k ughaA blh izdkj ;g iQyu Ñf"k esa vkfFkZd yksp dk fu/kZj.k djus esa Hkh
enn djrk gSA bl mRiknu iQyu osQ rFkk iSjkehVlZ yksp xq.kkad �4.�
����� �/���������
� dks iznf'kZr djrs
gSaA ;s yksp xq.kkad vUrjkZ"Vªh; ;k vkUrfjd {ks=kkssa osQ eè; rqyuk djus esa  lg;ksx dj ldrs gSaA

;g foospuk dh tk pqdh gS tc iQyu js[kh; rFkk le:i gksrk gS vkSj α�,�β�(�1 gksrk gS rks iQyu fLFkj iQyu
osQ vUrxZr dk;Z'khy gksxkA tc α�,�β�?�1 rFkk α�,�β�@�1 gksrk gSA rks iQyu Øe'k% c<+s gq;s rFkk ?kVrs gq;s
iSekus osQ izfriQy osQ vUrxZr dk;Z'khy gksxkA bl izdkj ;g iQyu iSekus osQ fofHkUu izfriQyuksa osQ fu;eksa dk
vè;;u djus esa lg;ksx nsrk gSA blosQ vfrfjDr ;g iQyu mRifÙk osQ lk/uksa dh izfrLFkkfirk ����
��������.�� �
osQ fy;s vko';d lwpuk;sa iznku djrk gSA

la{ksi esa] ;g iQyu vkfFkZd {ks=k esa fo'ks"kdj Ñf"k rFkk m|ksxkssa esa egÙoiw.kZ Hkwfedk fuHkkrk gSA ;g Je uhfr;k¡]
vUr% {ks=k rqyuk] lk/uksa dh izfrLFkkfirk rFkk le:irk dksfV ���'�������2���'���� � dk fu/kZj.k djus
esa iz;ksx fd;k tkrk gSA

7-3-3 dkWc&MksXyl mRiknu iQyu dh lhek;sa ��$�	������
�������  #�������
���!�����
�"�
����
��

;|fi dkWc&MksXyl mRiknu iQyu dk vkfFkZd {ks=k esa foLr`r iz;ksx fd;k tkrk gS rFkk bldk iz;ksx fo'ks"kdj
Ñf"k rFkk fuekZ.kdkjh m|ksxksa esa c<+rk jgrk gS] fdUrq fofHkUu vFkZ'kkfL=k;ksa osQ }kjk bl iQyu dh vkykspuk;sa
dh tkrh gSaA bl iQyu osQ eq[; vkykspd izks-osQ-ts- vjks- ������������� ,p-ch- psujh �����

��������� ch- ,l- feUgkl �������
��	��� rFkk vkj-,e- lsyks �������	���� jgs gSaA bldh
fuEu eq[; vkykspuk;sa dh tkrh gSaµ

1- bl iQyu dk eq[; nks"k ;g gS fd ;g osQoy mRifÙk osQ nks lk/u (Je rFkk iw¡th) dks ysdj pyrh gS tcfd
okLrfodrk ;g gS fd mRiknu izfof/;ksa esa vU; lk/uksa dk Hkh leku egÙo gksrk gSA nwljs 'kCnksa esa] ;g iQyu
dbZ lk/uksa (nks lk/uksa ls vf/d) osQ fy;s ykxw ugha gksrk gSA blosQ vfrfjDr bldk iz;ksx osQoy fuekZ.kdkjh
m|ksxksa esa gh fd;k tk ldrk gSA bl izdkj bl iQyu ls iz;ksx dk {ks=k laoqQfpr gks tkrk gSA
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2- ;g mRiknu iQyu osQoy iSekus osQ fLFkj izfriQy osQ vUrxZr dk;Z'khy gksrk gSA iSekus osQ c<+rs ,oa ?kVrs
gq; izfriQy osQ fu;e Hkh mRiknu izfØ;kvksa esa fØ;k'khy jgrs gSaA fdUrq ;g iQyu bu fu;eksa esa dk;Z ugha djrk
gSA

3- iQyu bl ekU;rk ij vk/kfjr gS fd rduhdh Kku fLFkj jgrk gS vkSj mRiknu izfØ;kvksa esa rduhdh ifjorZu
ugha gksrs gSaA fdUrq mRifÙk dk iSekuk Hkh rduhdh ifjorZu esa ifjofrZr gks ldrk gSA bl izdkj  fLFkj rduhdh
dh ;g ekU;rk vokLrfod gSA

4- dkWc&MksXyl mRiknu iQyu ;g ekudj pyrk gS fd lHkh lk/u �����
� le:i gksrs gSaA okLro esa ,d
lk/u dh lHkh bdkb;k¡ Hkh leku oqQ'ky ugha gksrh gSaA mnkgj.kLo:i] Je tula[;k esa oqQN Jfed rks oqQ'ky
gksrs gSa rFkk oqQN ughaA

5- ;g mRiknu iQyu dh dksbZ mPpre lhek fu/kZfjr ugha djrk gSA blh lUnHkZ esa ,e- izks- pk¡n �-�/����

dk dguk gS] ¶pw¡fd iQyu ��(mRiknu) osQ fy;s dksbZ mPpre lhek fuf'pr ugha djrk gS] blfy;s ;g
lqfo/ktud gksxk fd O;ogkj esa iQyu dk lkaf[;dh; eki djus osQ fy;s blosQ ewY;ksa dks ,d lhek ls ckgj
u iz;ksx fd;k tk;sA¸1

6- iQyu osQ α�rFkk β Øe'k% mRiknu esa Je rFkk iw¡th osQ fgLls dks iznf'kZr djrs gSaA ;g rHkh lp gksrk gS
tcfd ck”kkj esa iw.kZ izfrLi/kZ dh fLFkfr ik;h tkrh gSA fdUrq ;fn vFkZO;oLFkk esa viw.kZ izfrLi/kZ ;k ,dkf/dkj
dh fLFkfr ik;h tk;s rks mijksDr lEcU/ izkIr ugha fd;k tk ldrkA

7- pw¡fd ;g lk/uksa dh osQoy /ukRed lhekUr mRikndrk ij è;ku nsrk gS] bl izdkj ;g lk/u dh Í.kkRed
lhekUr mRikndrk dks Hkqyk nsrk gSA tcfd fdlh lk/u dh lhekUr mRikndrk 'kwU; ;k Í.kkRed Hkh gks ldrh
gSA

8- vfUre] iQyu mRiknu osQ lk/uksa osQ vUr% lEcU/ osQ ckjs esa tkudkjh nsus esa vleFkZ gksrk gSA

7-4 lh-bZ-,l- (fLFkj izfrLFkkiu yksp) mRiknu iQyu
������%�%�%����!�����
�"�
����
�

dkWc&MksXyl mRiknu esa ;g foospuk dh tk pqdh gS fd blesa izfrLFkkiu dh yksp �4.�
����� ���
���
�������� lnSo bdkbZ gksrh gSA ;gk¡ ge ,d ,slh mRiknu iQyu dh foospuk djsaxs ftlesa izfrLFkkiu
dh yksp fLFkj (vko';d ugha gS fd izfrLFkkiu yksp bdkbZ osQ cjkcj gks) gksrh gSA ;g fLFkj izfrLFkkiu yksp
mRiknu iQyu �/�
����4.�
����� ����
��������1���������������� osQ uke ls tkuk tkrk gSA
bl iQyu dk izfriknu nks fofHkUu vFkZ'kkfL=k;ksa osQ lewgksa us fd;k gSA izFke lewg esa osQ-ts- vjks �����
������] psujh �/���� �) ch-,l- feUgkl �G����-���
� rFkk vkj-,e- lsyks ����-����.�#�
vkrs gSa tcfd nwljs esa ,e- czkÅu �-��G��#� Mh duh ����/��� vkrs gSaA ;|fi bl iQyu dks mUgksaus
fHkUu :iksa esa izfrikfnr fd;k Fkk fdUrq ifj.kke ���
�.�� leku FksA izFke lewg us lh-bZ-,l- �/�4���� mRiknu
iQyu dks fuEu izdkj n'kkZ;k gSµ

��( γAδ�+�α�,����*�δ���	αB��α

�γ ? +)�+ @ δ @ �) α ? *��

tgk¡ ��( mRiknu_ +�( iw¡th lk/u_ ��( Je lk/u_ α�( izfrLFkkiu iSjkehVj ����
��������1����7
�����_ γ�(�rduhdh oqqQ'kyrk xq.kkad ;k oqQ'kyrk iSjkehVj �6������.�4������� �/������������
4������� �1��������� (lh-bZ-,l- iQyu esa ;g dkWc&MksXyl esa $ dh Hkk¡fr iz;ksx fd;k tkrk gS)_
δ ( iw¡th rhozrk xq.kkad �/�������������/�����.����
�� � (;gk¡ dkWc&MksXyl iQyu esa α dh Hkk¡fr
dk;Z djrk gSA)_
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��*�δ�( Je rhozrk xq.kkad��9���������
�� �/����������

(�( le:irk dksfV ���'�������2���'���� �

7-4-1 lh-bZ-,l- mRiknu iQyu osQ xq.k ����������������%�%�%����!�����
�"�
����
�

1- ;fn mRiknu iQyu js[kh; rFkk le:i gksrh gS rks izfrLFkkiu yksp (σ) fLFkj 
 
 + α 

1
1

 osQ cjkcj gksrh gS

tcfd mRiknu iQyu ��(�γ�δ�+	α�,����*�δ����αB���α gksrk gS] c'krsZ γ�?�+)�+�@�δ�@�� rFkk α�?�*��

miifÙkµifjHkk"kk osQ vuqlkj izfrLFkkiu dh yksp

σ�(
∂ ∂=

∂ ∂
log ( / ) ( / )/ /

log /
N C N C N C

R R R

;gk¡] 
N
C

( mRiknu lk/uksa dk vuqikr rFkk ' ( C

N

P
P

 ( ewY; vuqikrA

vc mRiknu iQyu

��( γ Aδ�+�α�,����*�δ���αB��α ...(7.1)

� osQ lkis{k esa vkaf'kd vodyu djus ij

∂
∂

P
N

�( γ A*(CαB�Aδ�+	α�,����*�α���αB	�α�*��;�A*α���*�δ���α����B

( −α −α − α −γ δ + − α
α

/ 1[ (1 ) ] vv
C N �Aα���*�δ����α�����B ����0���

lehdj.k (7-1) ls

 
 γ 

P
�( Aδ�+�α�,����*�δ���αB���α

vFkok
−α 

 γ 

/v
P

�( Aδ�+�α�,����*�α���αB

vFkok
− α − α − 

 γ 

( / )( / 1)v v
P

( Aδ +�α�,����*�δ���αB���α���� ����0�!�

lehdj.k (7-3) dks lehdj.k (7-2) esa j[kus ij

∂
∂

P
N

�(
1 /

(1 )(1 )
v

P
v N

+ α
− + α 

γ = − δ γ 
����0�$�

iqu% lehdj.k (7-1) dks + osQ lkis{k esa vodyu djus ij

∂
∂
P
C
�( γ(Aδ�+�α�,����*�δ���αB���α��δ�F�+�����α
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(
+ α

− + α 
γ δ γ 

1 /
(1 )

v
P

v C ¹lehdj.k (7-3) lsº

ge tkurs gSa fd

��'-�(
∂ ∂ ∂= =
∂ ∂ ∂

/
/

P C N
R

P N C

∴ '�(

+ α
− + α

+
− +

 γ δ γ 
 γ − δ γ 

1 /
(1 )

1 /
(1 )(1 )

v

a v
a

Pv C

P
v N

vFkok (
+ 

 −  

(1 )

1

a
d C

d N

vFkok '�(
+ αδ  

 − δ  

1

1
N
C

nksuksa rjiQ .�' ysus ij

.�''�(
 δ  + + α   − δ   

log (1 ) log
1

N
C

( .�'�δ′�,����,�α��.�'��

;gk¡] δ′�(
δ
− δ1

�rFkk���(�
N
C

 j[kus ij

� osQ lkis{k esa vodyu djus ij

∂
∂

1 R
R G

�(
+ α1
G

vFkok
∂
∂

·
G R
R G

�( ��,�α

vFkok
∂ ∂/ /
G

R R
G

�(
+ α
1

1

vFkok
∂

∂
( ) / /

/
NC N C

R R
�(

+ α
1

1

∴ izfrLFkkiu dk yksp ( σ�(�
+ α
1

1
bfr fl¼e~

2- lh-bZ-,l- osQ lhekUr mRikn �-��'��.�1������� lnSo /ukRed gksrs gSa vFkkZr~ 'kwU; ls vf/d gkssssrs
gSa rFkk dHkh Í.kkRed ugha gksrs gSaA

miifÙkµmRiknu iQyu

��( γAδ�+�α�,�����*�δ����αB���α
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bdkbZ��� le:i iQyu ,oa ;wylZ izes;

� osQ lkis{k esa vodyu djus ij

∂
∂

P
N

�( γα���F�γ������α�����*�δ���α������izFke fo'ks"krk ls�

 .�����( γα�F�(���*�δ������α��������α�

(
+ α

+ α

1 /

1 1 /

v

v

P
R

N
�;gk¡ '��(�γ

�α������*�δ�

;fn mRiknu fLFkj izfriQyu osQ vUrxZr gksrk gS rks ( ( 1

∴ ����(
+ α+ α

+ α
 =   

11

1 11

P P
R R

NN

vFkok ����(
σ 

  

1 /

1
P

R
N

1
1

 
σ = + α 
������

∴ ����( /ukRed vFkok ����?�+

iqu% ��( γAδ�/�α�,����*�δ���αB����α

+ osQ lkis{k esa vkaf'kd vodyu djus ij

����(
−α −α −∂ = γ + αδ

∂
/ 1 1·vP

vp C
C

( γ�α��F�(δ������α���+������α��(izFke fo'ks"krk ls)

vFkok ����(
+ α

+ α

1 /

2 1 /

v

v

P
R

C
;gk¡] '��(�γ

�α��(δ

;fn mRiknu iQyu fLFkj izfriQy osQ vUrxZr fØ;k'khy gks rks (�(��

vr% ����(
+ α+ α

+ α
 =   

11

2 21

P P
R R

CC

(
1/

2
P

R
C

σ 
  

1
, =

1 +
���� �

�

� �
� �
� �

( /ukRed

vr% ����?�+

3- mRiknu iQyu osQ lhekUr mRiknu oØ uhps dh vksj fxjrs gq;s gksrs gSa vFkkZr~

∂ <
∂

2

2
0

P

M
 rFkk� ∂ <

∂

2

2
0

P

C

VkLd lh-bZ-,l- mRiknu iQyu osQ D;k xq.k gSa\
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7-4-2 lh-bZ-,l- mRiknu iQyu dk dkWc&MksXyl mRiknu iQyu ij ykHk
��!&�
����������%�%�%����!�����
�"�
����
�'&�����  #�������
���!�����
�"�
����
�

1- lh- bZ- ,l- �/�4���� mRiknu iQyu dkWc&MksXyl mRiknu iQyu dkWc&MksXyl mRiknu iQyu dh vis{kk
vf/d lkekU; mRiknu rduhdh iznf'kZr djrk gSA lh-bZ-,l- mRiknu iQyu esa izfrLFkkiu yksp fLFkj gksrh gS
rFkk rFkk vko';d ugha gS fd ;g yksp bdkbZ osQ cjkcj gksA

2- lh- bZ- ,l- mRiknu iQyu dkWc&MksXyl mRiknu iQyu dh vis{kk vf/d egÙoiw.kZ iSjkehVlZ �1����7

����
� j[krk gSA bl izdkj bldk izfrLFkkfirrk ����
��������.�� � rFkk oqQ'kyrk esa vf/d foLr`r {ks=k
gSA

3- dkWc&MksXyl iQyu lh-bZ-,l- mRiknu iQyu dk gh ,d fo'ks"k :i gksrk gSA ;fn lh-bZ-,l- iQyu�α�(�+
esa j[k nsa rks dkWc&MksXyl iQyu izkIr gks tk;sxkA

4- lh-bZ-,l- mRiknu iQyu osQ iSjkehVlZ dk vuqeku yxkuk vklku gksrk gSA blosQ vfrfjDr bl iQyu us
dkWc&MksXyl iQyu dh lHkh leL;kvksa rFkk vokLrfod ekU;rkvksa dks nwj dj fn;k gSA

7-4-3 lh-bZ-,l- mRiknu iQyu dh lhek;sa �$�	������
������%�%�%����!�����

"�
����
�

;|fi lh-bZ-,l- mRiknu iQyu us dkWc&MksXyl iQyu dh lHkh leL;kvksa rFkk vokLrfod ekU;rkvksa dks nwj
dj fn;k gS vkSj vFkZ'kkL=k esa Hkh bldk {ks=k O;kid gS] fdUrq fiQj Hkh bldh fuEu vkykspuk;sa dh tkrh gSaµ

1- lh-bZ-,l- mRiknu iQyu Hkh dkWc&MksXyl dh Hkk¡fr mRifÙk osQ osQoy nks lk/uksa (Je rFkk iw¡th) dks ysdj
pyrk gSA ;g mRifÙk osQ vf/d lk/uksa osQ fy;s ykxw ugha gksrk gSA izks-,p-mtkok �1�����2��>H�#�� dk
dguk gS fd bl iQyu dks 	&mRifÙk osQ lk/uksa osQ fy;s ykxw djuk dfBu gSA

mnkgj.kµ;fn ��(�A ab  mRiknu iQyu gS] � rFkk � lk/u osQ fy, ek¡x Kkr dhft;s tcfd mudh dhersa

�� rFkk �� fLFkj gSaA ;fn ek¡x oØ ��(�β�*�α � gksa rks lk/u dh ek¡x dherksas rFkk fLFkjkad esa D;k gksxh\

�����(� A ab ��
���������������������)��������������������������E�5����E�5�#��

�����������
�������������������������������	���
���(�β�*�����#�����
�����������������
������
���������
������
���
�

gy ������
���µfn;k gqvk mRiknu iQyu

��( A ab

( $�������� ����
�

lehdj.k �
� dks i`Fko~Q&i`Fko~Q :i esa E�5 rFkk E�5 osQ lUnHkZ esa vodyu djus ij

∂
∂
x
a
�( −1 / 2 1 / 21

2
Aa b

rFkk
∂
∂
x
b
�( −1 / 2 1 / 21

2
Aa b ����

�
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lehdj.k �
� rFkk �

� ls

����% =
1 / 2 1 / 21

2 2
Aa b x

a a
( )=x A ab

����% =
1 / 2 1 / 21

2 2
Aa b x

b b

fdUrq ge tkurs gSa fd

a

b

MP
MP

�( a

b

P
P

/2
/2

x a
x b

�( a

b

P
P

vFkok
b
a
�( a

b

P
P

vFkok ��( a

b

P
P

�rFkk���(� b

a

P
b

P

E�5 rFkk E�5 dk eku lehdj.k �
� esa j[kus ij

x
A
�( /a ba P P

vFkok ��( = /a b
x

P P
A

����


�

blh izdkj ls ��( /a b
x

P P
A

����
(�

lehdj.k �


� rFkk �
(��� rFkk � lk/u dh dherksa osQ :i esa lk/u ek¡x dks iznf'kZr djrs gSaA

vc] ek¡x oØ
��( β�*�α�

pw¡fd �+�( ����,����

��rFkk � dk eku j[kus ij

�/�( + =· 2a
a a

b

p
ap a pb ap

P

( 2 /a b a
x

p P P
A

Alehdj.k��


��lsB

� osQ lUnHkZ esa vodyu djus ij

∂
∂

( )TC
x

�( =
2 2

/ ( )a
b a a b

p
p p P P

A A

�+�(
2

( )a bp p
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pw¡fd �+�% � (iw.kZ izfr;ksfxrk dh fLFkfr esa)

iqu% ��( β�*�α�

(
2

( )a bp p
A

β − α

� dk eku lehdj.k �
� esa j[kus ij

( 1 / 2 1 / 22
( )a bp p Aa b

A
β − α = �(� 1 / 2 1 / 2 /a bAa b P P

vFkok (
α β − =  

1 2
( ) /a b a bp p p p a

A A

vFkok (
1 2

( ) /a b a bp p p p a
A A

α β − =  

blh izdkj ls ��(
1 2

( ) /a b a bp p p p
A A

α β −  
����(
�

lehdj.k �(� rFkk �(
� lk/u ��rFkk � osQ lk/u ek¡x dks iznf'kZr djrs gSaA

mnkgj.kµ(v) ;fn mRiknu bl izdkj gSµ

��( $��α��β

rks iw¡th ��� o Je ��� dh lhekUr mRikndrk Kkr dhft;sA

(c) mi;qZDr mRiknu iQyu esa iw¡th o Je dh mRiknu yksp gSA bls fl¼ dhft;sA

gy ������
���µ(v) nh gqbZ mRiknu iQyu gSµ

��( $��α��β ����
�

lehdj.k ^�* rFkk ^�* osQ lanHkZ esa i`Fko~Q&i`Fko~Q vkaf'kd vodyu djus ij

∂
∂
Q
K

�( $α��α������β ����

�

Q
L

∂
∂

�( $β��α��β ��� ����


�

iQyu �

� ,oa �


� Øe'k% iw¡th � rFkk Je � dh lhekUr mRikndrk dks n'kkZrs gSaA bUgsa ljy :i esa iqu%
fy[kus ij

����(
Q
K K

∂ α=
∂

�∴ ��(�$�α��β�

rFkk ����( ·
Q

Q
K L

∂ β=
∂
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bdkbZ��� le:i iQyu ,oa ;wylZ izes;

(c) iw¡th dh mRiknu yksp

( 1·
K Q K

A K L
Q K Q

α − β∂ = α
∂

(
1

1
1

K A K L
A K L

AK L A K L

α − β
α − β

α β α − β
αα = α = α
α

Je dh mRiknu yksp

( 1·
L Q L

A K L
Q L Q

α β −∂ = β
∂

( 1L
A K L

AK L
α β −

α β
β

( 1
1

AK L
AK L

α β −
α β −
β = β

bl izdkj α rFkk β nh gqbZ mRiknu iQyu esa iw¡th o Je dh mRiknu dh yksp dks iznf'kZr djrs gSaA

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

2- cgqfodYih; iz'u �-�.���.��/������%��
���
�µ

6- dkWc&MksXyl mRiknu iQyu osQ izfriknu dk Js; fdls fn;k tkrk gS\

��� lh-MCY;w- dkWc rFkk Mh-,p- MksXyl ��� dkWc vkSj ek'kZy

��� MksXyl ,oa vjLrq ��� mijksDr lHkh

7- mRiknu iQyu gSµ

��� ��(�$��β��α! ��� ��(�$�α"β�!

��� ��(��α��β ��� $�β�!

8- lh-bZ-,l- osQ lhekUr mRikn lnSo gksrs gSaµ

��� ½.kkRed ��� ?kukRed ��� /ukRed ��� buesa ls dksbZ ugha

7-5 lkjka'k ���������

• vFkZ'kkL=k eas vf/drj iz;ksx gksus okys ,d fo'ks"k izdkj osQ iQyu dks le:i iQyu dgrs gSaA

• ;wylZ izes; crkrh gS fd tc lHkh mRifÙk osQ lk/u ,d fn;s gq, vuqikr esa c<+k;s tkrs gSa rks
ifj.kkeLo:i mRiknu Hkh mlh vuqikr esa c<+ tk;sxk] ;fn izR;sd mRifÙk osQ lk/u dks mldh lhekUr
mRikndrk osQ ewY; osQ cjkcj iqjLdkj fn;k tkrk gS rFkk oqQy mRiknu iw.kZ:i ls ifjlekIr gks tkrk
gSA

• ;wylZ izes; dk vkfFkZd {ks=k esa] fo'ks"kdj forj.k {ks=k esa fo'ks"k egÙoiw.kZ LFkku gSA mRiknu fofHkUu
lk/uksa osQ la;qDr la;ksx ls gksrk gSA
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���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

• dkWc&MksXyl mRiknu iQyu dk vkfFkZd {ks=k esa O;kid :i ls iz;ksx fd;k tkrk gSA bl mRiknu iQyu
osQ izfriknu dk Js; lh-MCY;w- dkWc �/�=��/���� rFkk Mh- ,p- MksXyl dks fn;k tkrk gSA

• ;fn mRiknu iQyu le:i rFkk ,d dksfV ���'���� dk gksrk gS rks mldk vfHkizk; ;g gS fd mRiknu
fLFkj iSekus osQ izfriQy osQ varxZr vkrk gSA

• dkWc&Mksxyl mRiknu iQyu dk vkfFkZd {ks=k esa egÙoiw.kZ LFkku gSA orZeku esa vFkZ'kkL=kh dkWc MksXyl
mRiknu iQyu dk fofHkUu vkfFkZd {ks=kksa esa iz;ksx djus yx x;s gSaA

• ;|fi dkWc&MksXyl mRiknu iQyu dk vkfFkZd {ks=k esa foLr`r iz;ksx fd;k tkrk gS rFkk bldk iz;ksx
fo'ks"kdj Ñf"k rFkk fuekZ.kdkjh m|ksxksa esa c<+rk jgk gS] fdUrq fofHkUu vFkZ'kkfL=k;ksa osQ }kjk bl iQyu
dh vkykspuk;sa dh tkrh gSaA

• dkWc&MksXyl mRiknu esa ;g foospuk dh tk pqdh gS fd blesa izfrLFkkiu dh yksp �4.�
����� ���
���
�������� lnSo bdkbZ gksrh gSA

• lh- bZ- ,l- �/�4���� mRiknu iQyu dkWc&MksXyl mRiknu iQyu dkWc&MksXyl mRiknu iQyu dh
vis{kk vf/d lkekU; mRiknu rduhdh iznf'kZr djrk gSA

7-6 'kCndks'k ��������
�

• le:i �2���'����
�µ lekaxhA

• izes; �6�������µ lkè;] ftls izekf.kr fd;k tk ldsA

7-7 vH;kl&iz'u ���	�������
���
�

1- le:i iQyu dks mnkgj.k lfgr ifjHkkf"kr djsaA

2- ;wylZ izes; dh lizlax O;k[;k djsaA

3- ;wylZ izes; osQ xf.krh; gy dks fy[ksaA

4- dkWc&MksXyl mRiknu iQyu dh O;k[;k djsaA

5- dkWc&MksXyl mRiknu iQyu osQ vkfFkZd egÙo dk o.kZu djsaA

6- dkWc&MksXyl mRiknu iQyu dh lhekvksa dks fy[ksaA

7- fLFkj izfrLFkkiu yksp (lh-bZ-,l-) mRiknu iQyu dh O;k[;k djsaA

mÙkj % Lo&ewY;kadu ��
����������������	�
��

1- le:i �� ;wylZ !� vkfFkZd $� mRiknu &� le:iA

6- ��� 0� ��� 8� ���
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bdkbZ��� le:i iQyu ,oa ;wylZ izes;

7-8 lanHkZ iqLrosaQ �������������� 
�

iqLrdsa 1- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkmQfUly iQkWj bdksukWfed ,tqosQ'kuA

2- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ esgrk vkSj enukuh µ lqYrku pUn ,.M lUlA

3- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkyZ ih- fleksu] ykWjsUl CyweA

4- ,lsfU'k;y eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ uWV lsMsLVj] ihVj gkeUM] izSfUVl gkWy ifCy-

5- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ ;kekus µ izSfUVl gkWy bfUM;kA

6- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl ,.M iQkbukUl µ ekfVZu ukeZuA

7- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ fleksu vkSj Cywe µ ohok ifCyosQ'kuA

8- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ ekydkWe] fudksyl] ;w-lh- yUnuA

9- xf.krh; vFkZ'kkL=k µ ekbdy gSjhlu] iSfVªd okYMjuA
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vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

bdkbZµ� % vodyu dk vFkZ'kkL=k esa mi;ksx
��������������	�
	���������������

vuqØef.kdk ����������

mís'; ��������	�
�

izLrkouk ������������

8�� vFkZ'kkL=k esa vodyu dk mi;ksx �>
���������������������4������
�

8�� lkjka'k ������� �

8�! 'kCndks'k �"� #���
�

8�$ vH;kl&iz'u ���	��#�%��
���
�

8�& lanHkZ iqLrosaQ ��������������'
�

mís'; ��������	�
�

bl bdkbZ osQ vè;;u osQ i'pkr~ fo|kFkhZ ;ksX; gksaxsµ

• vFkZ'kkL=k esa vodyu osQ mi;ksx dks tku losaQxsA

• lhekUr vkxe vkSj ek¡x dh yksp dh O;k[;k dj ik,¡xsA

• oqQy ykxr ls lhekar ykxr rFkk oqQy vkxe ls lhekUr vkxe fudkyus osQ rjhdksa dks tku ik,¡xsA

izLrkouk�������������

vodyu dk vFkZ'kkL=k esa iz;ksx fnuksa&fnu c<+rk tk jgk gSA izLrqr ikB esa vodyu dk vFkZ'kkL=k esa mi;ksx
dh ppkZ djsaxsA

8-1 vFkZ'kkL=k esa vodyu dk mi;ksx �*
���������������������#������
�

vodyu dk vFkZ'kkL=k esa iz;ksx fnuksa&fnu c<+rk tk jgk gSA vodyu dk vFkZ'kkL=k esa mi;ksx fuEufyf[kr
fcUnqvksa osQ vk/kj ij Li"V fd;k tk ldrk gSµ

8-1-1 yksp�����������(�

vFkZ'kkL=k esa yksp fudkyus osQ fy, vodyu dk iz;ksx fd;k tkrk gSA ;fn dksbZ iQyu ��(������ gks rks � osQ
la?k esa � dh yksp vxzfyf[kr izdkj ls Kkr dh tk ldrh gSµ

/��(
0

/
Lt

/x

y y x dy
x x y dx∆ →

∆  =  ∆  
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bdkbZ��� vodyu dk vFkZ'kkL=k esa mi;ksx

uksV~l ;fn ek¡x iQyu���(������ gks rks ek¡x dh yksp �/�� fuEu izdkj fudkyh tk ldrh gSµ

/��(� 0

/
Lt

/p

q q p dy
p p q dx∆ →

∆  =  ∆  

mnkgj.k 1- ;fn ek¡x iQyu�	��� �!�"���
� gS rks dher 
���# gksus ij ek¡x dh yksp fudkfy;sA

gy % ek¡x dh yksp /��%�
p dq
q dp

_ ;gk¡ ij���(�!++�*�$��)�
dq
dp

�(�*8�

∴ /�
�(

2

2 2

8
8

300 4 300 4

p p
p

p p

−× − =
− −

;fn���(���gks rks /��(
8 4 32 8

8
300 (4 4) 292 73

p
− × − −× − = =
− ×

8-1-2 lhekUr vkxe vkSj ek¡x dh yksp ������
���)�&�
����
!����������(���
��	�
!�

ge tkurs gSa fd oqQy vkxe ( dher ; ek=kk

vFkok �'�( ��0�� ¹��( ewY;]���( ek=kkº

� osQ lanHkZ esa vodyu djus ij

�'�(
( )

( )
d TR d

d q
dq dq

= ×

�'�( 1
dp q dp

p q p
dq p dq

   + = +   
   

vFkok

�'�(
1

1
d

p
E

 
+ 

 
∴ d

q dq
E

p dp
 

= 
 

vFkok �'�( �
1

1
d

AR
E

 
+ 

 

D;k vki tkurs gSa pw¡fd ek¡x dh yksp lnSo Í.kkRed gksrh gS vr% mi;qZDr lEcU/ dks fuEu izdkj ls
n'kkZ ldrs gSaµ

�'�(
1

1
d

AR
E

 
− 

 
�
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$�%� oqQy ykxr ls lhekUr ykxr rFkk oqQy vkxe ls lhekUr vkxe fudkyuk �"�
!�
�
�����
�����������	�������������
!������
�������������	������
�������

ekuk oqQy ykxr iQyu +�(������)�� oqQy mRiknu dh ek=kk n'kkZrk gSA

rc lhekUr ykxr���+��(� ( )
d

C
dq

blh izdkj oqQy vkxe iQyu �'��(��������

rc lhekUr vkxe���'��(� ( )
d

R
dq

mnkgj.k 2- ekuk oqQy ykxr ����%&���%	�!�'	����	� nh gqbZ gS rks lhekUr ykxr ���� fudkfy;sA

gy % oqQy ykxr +�(��&�,��+��*�I���,���

��osQ lkis{k vodyu djus ij

�+�%
dc
dq

�(��+�*��8��,�!���

mnkgj.k 3- ekuk oqQy vkxe ���(	�!�'	� fn;k gqvk gS rks lhekUr ��� fudkfy;s rFkk mijksDr
ykxr iQyu dks ysrs gq, le; ek=kk fudkfy;sA

gy % oqQy ykxr �'�%�1��*�I��

E�5 osQ lkis{k vodyu djus ij

�'�(
dR
dq

�(���*��8�

lkE; dh n'kk esa �'�(��+) vr%

��*��8��( �+�*��8��,�!��

;k !���(�$

���(�
4
3

;k ��(� 4 /3± �

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

1- fjDr LFkkuksa dh iwfrZ djsa ���..��������.�<
�µ

1- vodyu dk ---------- esa iz;ksx fnuksa&fnu c<+rk tk jgk gSA

2- vFkZ'kkL=k esa yksp fudkyus osQ fy, ---------- dk iz;ksx fd;k tkrk gSA

3- vkxe (�dher ; ----------

4- dher (�
.........
�����

5- �'�(�----------
1

1
dE

 
− 
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bdkbZ��� vodyu dk vFkZ'kkL=k esa mi;ksx

$�%�" ,dkf/dkjh esa lkE;koLFkk % vf/dre ykHk Kkr djuk ��*���� ���	��

	�
����(��"�
!�
����+�	�	��������

vodyu dh lgk;rk ls ,dkf/dkj dh lkE;koLFkk Kkr dhft,A mlosQ vf/dre ykHk dks vklkuh ls n'kkZ
ldrs gSaµ

,dkf/dkjh dh lkE;koLFkk �'�(��+ gksrh gS vFkkZr~

( )d R
dq

�(
( )d C
dq

oqQy ykHk π�(�'�*�+

vf/dre ykHk dh n'kk esa fuEufyf[kr nks 'krks± dk gksuk vko';d gSµ

d
dq

π
�( + ����
�

rFkk

2

2

d

dq

π
�@ +�(Í.kkRed) ����

�

mnkgj.k 4- ;fn ek¡x iQyu 
���#�!�&	 gS vkSj vkSlr ykxr iQyu �����	 gS rks ,dkf/dkj dk
lkE; ewY; ,oa vf/dre ykHk crkb;sA

gy % �
�fn;k gqvk ek¡x iQyu ��(��+�*�&�

vkSj $+�( �

oqQy vkxe ( ��;��

( ��+�*�&����(��+��*�&��

� osQ lkis{k vodyu djus ij

�'�(
( )

20 10
d R

q
dq

= −

 oqQy ykxr��+��(�$+�;���(���;���%���

��osQ lkis{k vodyu djus ij

�+�( 2
DC

q
dq

=

lkE;koLFkk esa] �'�( �+

�+�*��+��( ��

vFkok 8��( �+

;k ��(
20

2.5
8

=

�

��oqQy ykHk �π��( '�*�+
( �+��*�&���*��

( �+�������
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vf/dre ykHk osQ fy,
d
dq

π
�( +�rFkk�

2

2
0

d

dq

π <

vr%
d
dq

π
�( �+�*�����(�+

;k ����( �+

;k ��(
20 5
12 3

=

2

2

d

dq

π
�( �*���(�Í.kkRed

vr%���(�
5
3
 ij ,dkf/dkjh ykHk vf/dre gksxkA

uksV~l
( )d R
dq  rFkk 

( )d C
dq  esa laca/ LFkkfir djsaA

mnkgj.k 5- ek¡xiQyu �����# �!�"
���
� nh gqbZ gS ftlesa ��vkSj � Øe'k% oLrq dh dher ,oa ek=kk
gSaA ek¡x dh yksp D;k gksxh tc oLrq dh dher ��� 8 #i;s rFkk ���� 5 #i;s gSA

gy % nh gqbZ ek¡x dk iQyu

��( �&�*�$��,���� p dq
q p

 α − 
 

E�5 osQ lanHkZ esa vkaf'kd vodyu djus ij

Q
p

∂
∂

�( *$�,���

ge tkurs gSa fd

ek¡x dh yksp�(
���� � ���� 	�
� ����� ��� ������ ��	���

	��� �� ���� ��� �� ���� ��	���

/� (
/
/

Q Q P Q
p p Q p

∂ ∂=
∂ ∂

( ( 4 2 )
P

p
Q

− + �(�
2

2

4 2

25 4

p p

p p

− +
− +

/���������(
32 128

25 32 64
− +

− +
�(�

96
1.6

57
= +

/������
��(
20 50

25 20 25
− +

− +
�(�

30
1

30
= +
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bdkbZ��� vodyu dk vFkZ'kkL=k esa mi;ksx

vr% tc dher 8 #i;s gS rks ek¡x dh yksp ��� rFkk dher & #i;s gks tkus ij ek¡x dh yksp bdkbZ gksxhA

mnkgj.k 6- ;fn ek¡x oØ�����%&�!�%&
 gks rks ek¡x dh yksp Kkr dhft;s tcfd 
���" gSA

gy % nh gqbZ ek¡x iQyu gSµ

��( �&+�*��&�

E�5 esa lanHkZ esa vodyu djus ij

Q
p

∂
∂

�( *��&

ge tkurs gSa fd

ek¡x dh yksp �/���(
15

150 15
P Q p
Q p p

∂ −=
∂ −

/��������
�(

15 4 60 60
0.66

150 (15 4) 150 60 90
− × − −= = = −
− × −

iz'u% fuEufyf[kr ij laf{kIr uksV fyf[k;sµ�)� ek¡x dh frjNh yksp] �))� iwfrZ yksp] �)))� ek¡x dh
vk; yksp] �)*� vkSlr vkxe] lhekUr vkxe rFkk ek¡x dh yksp esa lEcU/] �*� {kfriwjd ek¡x iQyu
rFkk �*)� ek¡x dh LFkkiUu ek¡xA

�=�����
��������
�����..�#�'*����/��

��.�
����� ���������)������4�
����� ����
���. )
�������������.�
����� ���������)���J����.����
�������#����	���'����	���)����'��.
��	���� ��� �.�
����� � ��� �����)� �J�� /����
����� ������ ������� ��
�J���4.�
����� ����
��
������������������

mÙkj% �)� ek¡x dh frjNh yksp �������+�	��
�
����,�-�.	�/�

ek¡x iQyu ;g n'kkZrk gS fd fdlh oLrq dh ek¡x ml oLrq dh dher dk iQyu gksrk gSA fdUrq fdlh oLrq dh
ek¡x nwljh lEcfU/r oLrqvksa dh dher dk Hkh iQyu gksrh gSA ek¡x dh frjNh yksp ;g crkrh gS fd lEcfU/r
oLrq dh dher esa ifjorZu gks tk;s rks muosQ dkj.k oLrq dh ek¡x esa ifjorZu gks tk;sxkA ekuk ;gk¡ nks oLrq �
rFkk � gSaA ;gk¡ �µoLrq dh dher osQ dkj.k �µoLrq dh ek¡x esa ifjorZu gksrk gS] vFkkZr~

/��(
X

Y

���� � ����� �	
 �� ���� �������

���� �� ���� �
	 ������ �������

�

�

mnkgj.k 7- ;fn fdlh iw.kZ izfr;ksxh iQeZ dk ek¡x ,oa iwfrZ iQyu fuEu gSµ

ek¡x iQyu ���  �!��

iwfrZ (ykxr) iQyu ��� �����(����0

rks mRiknu osQ fdl Lrj ij ykHk vf/dre gksxk rFkk ewY;] ykHk rFkk ldy vkxe osQ laxr eku D;k
gksaxs\

gy% iQeZ osQ vf/dre ykHk dh n'kk esa fuEu 'krs± iw.kZ gksuh vko';d gSaµ

�'�( �+�vFkok� 0
x

∂π =
∂

����
�

rFkk
2

2x

∂ π
∂

�@ + ����

�
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��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

;gk¡ ldy ykHk π�( oqQy vkxe �'��( oqQy ykxr �+�

oqQy vkxe �'��( ewY;�; oLrq dh ek=kk

( ������(��!+�*��������(�!+��*���

�'�( 2(30 ) 30 2
R

x x x
x x

∂ ∂= − = −
∂ ∂

blh izdkj +�( ���,����,�0

�+�( 2 6
C

x
x

∂ = +
∂

larqyu dh n'kk esa �'�(��+

!+�*����( ���,��

;k *$��( *!+�,���(�*�$

;k ��(
24

6
4

=

� dk eku nwljh rjg Hkh fudkyk tk ldrk gSµ

π�( '�*���(��!+��*�����*�����,����,�0�

( !+��*����*����*����*�0

( �$��*�����*�0

� osQ lanHkZ esa vodyu djus ij

x
∂π
∂

�( �$�*�$�

vf/dre ykHk osQ fy, 
x

∂π
∂

 (�+ ;k �$�*�$��(�+ ;k *�$��(��$ ;k ��(��

vf/dre ykHk dh f}rh; 'krZ�
2

2
0

x

∂ π <
∂

vr%�
2

2
4 0

x

∂ π = <
∂

vr% ;g 'krZ iw.kZ gksrh gSA

ek¡x iQyu esa ��(�$ j[kus ij

��( !+�*���(�!+�*�$�(���

ldy vkxe �'��( !+��*���

��( ��j[kus ij

'�( �!+�;����*����;����(��8+�*�!��(��$$

blh izdkj π�( �$��*����*�0�(��(���j[kus ij)

( ��$�;���*����;���;����*�0
( �$$�*�0��*�0�(��&�

mnkgj.k 8- ;fn iw.kZ izfr;ksfxrk osQ vUrxZr fdlh iQeZ dk oqQy ykxr iQyu]

��� � ���!� �����#����%&

gks rks bldk iwfrZ iQyu Kkr djksA
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ��� vodyu dk vFkZ'kkL=k esa mi;ksx

gy % ge tkurs gSa fd iwfrZ iQyu osQ fy,

��≥�$2+�;gk¡] ��(�ewY;] $2+�( vkSlr ifjorZu'khy ykxr

gesa Kkr gS fd $2+�(
TVC TC TFC

x x
−=

;gk¡ �2/�( oqQy ifjorZu'khy ykxr] �/�( oqQy ykxr] �3+ oqQy fLFkj ykxr rFkk ��( oLrq dh ek=kk
gSA vr%

$2+�(
( )3 20.3 3 20 15 15x x x

x

− + + −
�� �3+�(��&�

( +�!���*�!�,��+

$2+ dks U;wurehdj.k djus ij�
( )AVC

x
∂

∂
�(�+�rFkk�

2

2

( )AVC

x

∂
∂

�?�+

vr%
( )AVC

x
∂

∂
�(

( )20.3 3 20
0.6 3 0

x x
x

x

∂ + +
= − =

∂

;k +����( ! vr% ��(�&

2

2

( )AVC

x

∂
∂

( +���?�+�vr%���(�&�ij�$2+�U;wure gksxhA

U;wure $2+ fudkyus osQ fy, ��(�& j[kus ij

$2+�( �!�;�&�;�&��*��!�;�&��,��+

( 0�&�*��&�,��+�(����&

;fn ��@�$2+�( ���&)�mRiknu Lrj 'kwU; gksxkA

;fn ��?�$2+�( ���&)�rc iwfrZ Lrj /ukRed gksxkA

iwfrZ iQyu Kkr djus osQ fy,

�+�( 23 . 0.3 6 20
C

x x x
x

∂ = − +
∂

( +�I���*����,��+

pw¡fd iw.kZ izfr;ksfxrk esa larqyu dh fLFkfr esa

��( �+

vr% ��( +�I��������,��+

;k +�I���*����,��+�*���( +

� dk eku Kkr djus osQ fy, f}?kkr lehdj.k dks gy djus ij

��(
6 36 4 .9(20 )

2 .6
P± − × −

×

(
6 36 3.6(20 )

1.2
P± − −

�(�
6 36 72 3.6

1.2
P± − +
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��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

(
6 36 3.6

1.2
P P± − −

vr% ��≥����& rks iwfrZ iQyu ��( 
6 3.6 36

1.2
P± −

rFkk ��@����& gks rks iwfrZ iQyu ��(�+ gksxkA

mnkgj.k 9- fdlh ,dkf/dkjh dk ek¡x iQyu rFkk ykxr iQyu fuEu gSaµ

��� &�!�(	 (ek¡x iQyu)

��� (���%"	 (ykxr iQyu)

fuxZr ewY; rFkk ykHk dk larqyu Lrj D;k gksxk\ ykHk vf/drehdj.k dh f}rh; 'krZ dks fl¼ djksA

gy % ek¡x iQyu ,oa ykxr iQyu fuEu gSaµ

��( &+�*��� ����
�

��( �+�,��$� ����

�

oqQy vkxe iQyu �'��( ��;��

( �&+�*������(�&+��*���� ����


�

ykHk �π��( '�*�+

( &+��*�����*��+�*��$� ����
(�

( !���*�����*��+

ykHk vf/drehdj.k gsrq

lehdj.k �
(� dks E�5 osQ lkis{k esa vodyu djus ij

d
dq

π
�( !��*�����(�+

vFkok ����( !�

vFkok ��(
36
12

�(�!

� dk eku lehdj.k �
� esa j[kus ij

ewY;�( ��(�&+�*����;�!��(�&+�*�8�(�!�

lehdj.k �
(� esa�� dk eku j[kus ij

ykHk�( π�(�!��;�!�*���;�!�;�!�*��+

( �+8�*&$�*�+

( �+8�*���$�(�*�

ykHk vf/drehdj.k dh f}rh; 'krZ

2

2

d

dq

π
�@ +

;gk¡]
2

2

d

dq

π
�( *���@�+�
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ��� vodyu dk vFkZ'kkL=k esa mi;ksx

mnkgj.k 10- fdlh ,dkf/dkjh iQeZ dk js[kh; iQyu


�� %&�!��&	

rFkk oqQy ykxr iQyu

��� �&	����&	���%

gks rks fuxZr �	�] ewY; �
�] lexz ykHk (�) rFkk oqQy vkxe osQ vuqowQyre eku Kkr djksA

(v) ykHk vf/drehdj.k osQ vUrxZrA

(c) fcØh vFkok vkxe vf/drehdj.kA

gy % (v) gesa Kkr gSµ

��( �&�*�+�&� ����
�

+�( +�&���,�&��,��+ ����

�

∴ oqQy vkxe �'��( ���(���&�*�+�&���

( �&��*�+�&�� ����


�

oqQy ykHk �π��( '�*�+

( �&��*�+�&���*�+�&���*�&��*��+

( �+��*����*��+ ����
(�

ykHk vf/drehdj.k gsrq]

d
dq

π
�( �+*����(�+

vFkok ���( �+

vFkok ��(
10

5
2

=

� dk eku �
�] �


� rFkk �
(� esa j[kus ij

��( �&�*��+�&�;�&��(��&�*���&

( ���&

'�( �&�;�&�*��+�&�;�&�;�&�

( 0&�*����&�(����&

π�( ��+�;�&��*��&�;�&��*�+

( &+�*�!&�(��&

(c) oqQy vkxe iQyu

'�( �&���*�+�&��

' vf/dre gksxk ;fn

dR
dq

�( �&��*��+�&�;�����(�+

vFkok �&�*���( �+

vFkok ��( �&
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��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

� dk eku �
�] �

� rFkk �
(� esa j[kus ij

π�( �&�*��+�&�;��&�

( �&�*�0�&�(�0�&

'�( �&�;��&�*�+�&�;��&�;��&

( ��&�*�����&

( ����&

π�( ��+�;��&��*���&�;��&��*��+

( �&+�*���&�*��+

( *8&�

mnkgj.k 11- fdlh ,dkf/dkjh dk js[kh; ek¡x iQyu


�� %#�!��"	

rFkk ykxr iQyu
��� �(	����"	���&

gks rks fuxZr �	�] ewY; �
� rFkk leLr ykHk ��� dh ykHk vf/drehdj.k osQ vUrxZr x.kuk dhft;s\

gy % gesa Kkr gSA

��( ���*�+�$� ����
�

+�( +�����,�$��,�& ����

�

oqQy vkxe] '�( ��;��

( ����*�+�$���;��

( ����*�+�$�� ����


�

oqQy ykHk] π ( π�(�'����

( �����*�+�$����*��+�����,�$��,�&�

( ����*�+�$���*�+�����*�$��*�&

( 8��*����*�& ����
(�

ykHk vf/drehdj.k gsrq]

d
dq

π
�( 8�*����(�+

vFkok ���( 8

��(
8

4
2

=

f}rh; 'krZ gsrq]
2

2

d

dq

π
�( *��@�+

� dk eku lehdj.k �
� rFkk �
(� esa j[kus ij

��( ���*��+�$�;�$�

( ���*�����(��+�$

π�( �8�;�$��*���$�;�$��*�&
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ��� vodyu dk vFkZ'kkL=k esa mi;ksx

( !��*����*�&

( ���*�&�(����

mnkgj.k 12- fdlh ,dkf/dkjh iQeZ dk ek¡x iQyu


�� %"�!�(	

rFkk oqQy ykxr iQyu

��� �(���#	

gks rks fuxZr �	�] ewY; �
�] leLr vkxe �� rFkk ykHk ��� osQ vuqowQyre Lrj Kkr dhft;sA ykHk
vf/drehdj.k dh f}rh; 'krZ Hkh crkb;sA

;fn ,dkf/dkjh iw.kZ izfr;ksxh gks tk;s rks mlosQ ewY; �
�] fuxZr �	� rFkk ykHk osQ D;k eku gksaxs\

gy % fn;s gq;s eku gSaµ

��( �$+�*��� ����
�

+�( �+�,��+� ����

�

vr% oqQy vkxe] '�( ��;��

( ��$+��*������(��$+��*���� ����


�

oqQy ykHk] π�( '�*�+

( �$+��*�����*��+�*��+�

( ��+��*�����*��+ ����
(�

ykHk vf/drehdj.k gsrq]

d
dq

π
�( ���+�*�����(�+

vFkok ����( ��+

vFkok ��(
120
12

�(��+

� dk eku lehdj.k �
�)��


� rFkk �
(� esa j[kus ij

��( �$+�*����;��+��(��$+�*��+�(�8+

'�( ��$+�;��+��*����;��+�;��+�

( �$++�*��++�(�8++

π�( ���+�;��+��*����;��+�;��+��*��+

( ��++�*��++�*��+

( ���++�*���+�(�&$+

ykHk vf/drehdj.k dh f}rh; 'krZ]

2

2

d

dq

π
�( *���@�+

;fn ,dkf/dkj iw.kZ izfr;ksxh gks tk;s rks larqyu dh fn'kk esa �+�(�� gksxkA

(∴ iw.kZ izfr;ksfxrk esa ��(��')



uksV

VED1

E\L-LOVELY-H\math8-1 IInd 6-8-11 IIIrd 24-1-12 IVth 21-4-12 Vth 20-8-12 VIth 10-9-12

��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

vc] +�( ��+�,��+�

E�5 osQ lkis{k esa vodyu djus ij

�+�( 20
dC
dq

=

vr% �+�( �$+�*��K �∴ �+�(���

vFkok ���( �$+�*��+�(��+

��( �+�vkSj ��(��+

rFkk π�( *�+

ykHk Í.kkRed gksxkA

mnkgj.k 13- nks i`Fko~Q ck”kkjksa osQ ek¡x iQyu o ykxr iQyu fuEu gSA

���� $�!�&	��������%$�!�#'	�

vkSj ��� &���#��	����	���

ewY; foHksn dh fLFkfr esa nksuksa ck”kkjksa osQ ewY;] mRiknu] lhekUr vkxe rFkk mRiknd dk oqQy ykHk Kkr dhft;sA

gy % gesa Kkr gSµ

���( 8+*�&�� ����
�

���( �8+�*��I�� ����

�

+�( &+�,��+����,���� ����


�

izFke cktkj dk oqQy vkxe

'��( �����(��8+�*�&�����

( 8+���*�&�
� ����
(�

f}rh; cktkj dk oqQy vkxe

'��( �����(���8+�*��I�����

( �8+���*��I��
� ����(�

lehdj.k �
(� dks �� osQ lkis{k esa vkaf'kd vodyu djosQ 'kwU; osQ cjkcj j[kus ij

�'��(
1

2
1

80 10 0
R

q
q

∂ = − =
∂

����(
�

vFkok �+���( 8+�;k����(�8

blh izdkj lehdj.k �(� dk vkaf'kd vodyu djosQ 'kwU; osQ cjkcj j[kus ij

�'��(
2

2

R
q

∂
∂

�(��8+�*�&8���(�+ ����(

�

vFkok &8���( ��8+�;k����(�
180 90
58 29

=

oqQy ykHk�π�(�'��,�'��*�/

( 8+���*�&��
��,��8+���*��I��

��*�&+�*��+���*��+��

( �+���*�&��
��,���+��

�*��I��
��*�&+ ����(


�
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ��� vodyu dk vFkZ'kkL=k esa mi;ksx

�� rFkk �� dk eku lehdj.k �
�)��

�)��(
���(

� rFkk �(


� esa j[kus ij

���( 8+�*�&�;�8�(�8+�*�$+�(�$+

���( �8+�*��I�;�
90
29

�(��8+�*�I+�(�I+

�'��( 8+�*��+�;�8�(�+

�'��( �8+�*�&8�;�
90
29

�(�+

π�( ��+�;�8��*��&�;�8�;�8��,���+�;�
90
29

�*��I�;�
90 90
29 29

×
× �*�&+

( �$+�*�!�+�,�
14400 8100

50
29 29

− −

(
14400 8100

130
29

−− +

(
6300 7

130 130 217
29 29

− + = − +

(
7

87
29

�

mnkgj.k 14- ,d ,dkf/dkjh osQ nks cktkjksa osQ ek¡x iQyu rFkk oqQy ykxr iQyu fuEufyf[kr gSaµ

���� #�!�	�

���� '�!�(	�

��� 	����	�

ewY; foHksn dh fLFkfr esa nksuksa cktkjksa esa ewY;] mRiknu (foØ; ek=kk)] lhekUr vkxe rFkk ,dkf/dkjh
dk ykHk fudkfy,A cktkj � rFkk cktkj � dh ek¡x yksp Hkh Kkr dhft;sA

gy % geas Kkr gSµ

���( ��*��� ����
�

���( I�*���� ����

�

/�( ���,��� ����


�

cktkj $ osQ fy, oqQy vkxe

'��( ������(�����*���
� ����
(�

cktkj & osQ fy, oqQy vkxe

'��( �����(�I���*����
� ����(�

lehdj.k �
(� rFkk �(� dk��� rFkk��� osQ lkis{k esa i`Fko~Q&i`Fko~Q vodyu djus ij

�'��(
1

1
1

2 2
R

q
q

∂ = −
∂

����(
�

�'��(
2

2
2

9 12
R

q
q

∂ = −
∂

����(

�
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��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

oqQy ykHk] π�( '��,�'��*�+

( �����*���
��,�I���*����

��*����*���

( ��
�*���

��(�8���*���
� ����(


�

ykHk vf/drehdj.k gsrq]

lehdj.k �(


� dk��� rFkk �� osQ lkis{k esa i`Fko~Q&i`Fko~Q vodyu djosQ 'kwU; osQ cjkcj j[kus ij

1q
∂π
∂

�( ��*�����(�+�vFkok����(�
1
2

2q
∂π

∂
�( 8�*������(�+�vFkok����(�

2
3

�� rFkk��2 dk eku j[kus ij

���(
1 3

2 1.5
2 2

− = =

���(
2

9 6 9 4 5
3

− × = − =

�'��(
1

2 2 1
2

− × =

�'��(
2

9 12 1
3

− × =

;gk¡ �'��( ��'��gS fdUrq��� ≠���

vc] �'��( 1
1

1
1P

e
 

− 
 

;gk¡] ���( cktkj�$�dh yksp

�'��( 2
2

1
1P

e
 

− 
 

�;gk¡]����(�ck”kkj�&�dh yksp

�'�)��'�)��� rFkk �� dk eku j[kus ij








��(
1

1
1.5 1

e
 

− 
 

vFkok ���(�!







��(
2

1
5 1

e

 
− 

 
 vFkok ���(�

4
5

bl izdkj ck”kkj $ esa ek¡x dh yksp ck”kkj dh vis{kk vf/d gS] vr% ck”kkj $ esa oLrq dh dher ck”kkj &
dh vis{kk de gSA

mnkgj.k 15- fdlh ,dkf/dkjkRed izfr;ksxh iQeZ osQ ek¡x iQyu rFkk ykxr iQyu fuEukafdr gSaµ

���  (�!�&	

��� 	����(	���&

iQeZ dk ykHk] mRiknu Lrj �	� rFkk ewY; �
� dk eku crkb;sA bl iQeZ dh ,dkf/dkfjd {kerk
fdruh gS\ blosQ fy, ek¡x yksp fudkfy;sA
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ��� vodyu dk vFkZ'kkL=k esa mi;ksx

gy % gesa Kkr gSµ

��( !��*�&� ����
�

+�( ���,����,�& ����

�

∴ '�( ���(�!���*�&�� ����


�

∴ ���% 36 10
dR

q
dq

= − ����
(�

rFkk π�( '�*�+

( !���*�&���*����*����*�&

( !+��*�����*�& ����(�

ykHk vf/drehdj.k gsrq

d
dq

π �( !+�*�����(�+

����( !+

;k ��(
30 5

2.5
12 2

= =

� dk eku �
�) �
(� rFkk �(� esa j[kus ij

��( !��*�&�;�
5
2
�(��!��*�

25
2

�(�!��*����&�(��!�&

�'�( !��*��+�

( !��*��+�;�
5
2
�(�!��*��&�(���

π�( !+��*�����*�&

( !+�;�
5
2
�*���;�

5
2
�;�

5
2
�*�&

( 0&�*�
75
2
�*�&

( !0�&�*�&�(�!��&

pw¡fd ;gk¡ ��?��' gS] vr% iQeZ dh ,dkf/dkfjd {kerk ( 100
P MR

MR
− ×

(
23.5 11

100
11

− ×

(
12.5 100

113.6%
11
× =

bl fLFkfr esa iQeZ ewY; esa ��!��L o`f¼ djus dh ,dkf/dkfjd {kerk gSA

vr% ek¡x dh yksp�����(
P

P MR−
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(
23.5 23.5

23.5 11 12.5
=

−

( ��8�

mnkgj.k 16- ;fn ek¡x iQyu rFkk ykxr iQyu fuEu gSaA

��� %�!��&�	����	��

���� &	�

���� �&	�
�

gksa rks�	���	������ rFkk �2 dk eku Kkr dhft;sA

ykHk vf/drehdj.k dh n'kk esa nksukssa iQeks± dh f}rh; Js.kh dh 'krZ Kkr dhft,A D;k ,d iQeZ osQ
mRiknu esa o`f¼ gksus ls nwljs osQ mRiknd Lrj esa deh gksxh\

gy % gesa Kkr gSa]

��( �++�*�+�&����,����

+��( &��

+��( +�&��
�

izFke iQeZ dk oqQy vkxe

∴ '��( ����(�A�++�*�+�&����,����B��

f}rh;�( �++���*�+�&��
��*�+�&��

rFkk f}rh; iQeZ dk oqQy vkxe

'��( ����(�A�++�*�+�&����,����B��

( �++��
�*�+�&������*�+�&��

�

izFke iQeZ dk ykHk iQyu

π��( '�
�*�+�

( �++���*+�&���
��*�+�&����

�*�&��

( I&���*�+�&��
��*�+�&����

f}rh; iQeZ dk ykHk iQyu

π��( '��*�+�

( �++���*�+�&�����*�+�&��
��*�+�&��

�

( �++���*�+�&������*���
�

ykHk vf/drehdj.k

1

1q
∂π
∂

�( I&�*����*�+�&���(�+

vFkok ���,�+�&���( I& ����
�

2

2q
∂π
∂

�( �++�*�+�&���*�����(�+

vFkok +�&���,�����( �++ ����

�
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bdkbZ��� vodyu dk vFkZ'kkL=k esa mi;ksx

lehdj.k �
� dks 4 ls xq.kk djus ij
$���,�����( !8+ ����


�

lehdj.k �


�] lehdj.k �

� esa ?kVkus ij

!�&����( �8+

;k ���(
280

80
3.5

=

���dk eku lehdj.k �����
� esa j[kus ij

8+�,�+�&���( I&

;k +�&���( I&�*�8+�(��&�;k����(�
15

7.5
0.5

=

�� rFkk �� dk eku ek¡x iQyu rFkk ykHk iQyu esa j[kus ij

��( �++�*�+�&����,����

( �++�*�+�&�8+�,�0�&�

( �++�*�+�&�;�80�&�(��++�*�$!�0&�(�&���&

π��( I&�;�8+�*��+�&�;�8+�;�8+��*��+�&�;�0�&�;�8+�

( 0�++�*�!�++�*�!++�(�$�++

π�( �++�;�0�&�*�+�&�;�0�&�;�8+�*�0�&�;�0�&

( 0&�*�!++�*�&���&�(�*��8���&

f}rh; Js.kh dh 'krZµ

2
1
2
1q

∂ π
∂

�( *��@�+

2
2

2
2q

∂ π
∂

�( *��@�+

izfrfØ;k iQyu] �
� rFkk �

� }kjk

���( I&�*�+�&��

rFkk ���(
1

1
100 0.5

50 0.25
2

q
q

− = −

pw¡fd bu oØksa dk <ky Í.kkRed gS] vr% ,d iQeZ osQ mRiknu esa o`f¼ gksus ij nwljh iQeZ osQ mRiknu esa deh
gksxhA

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

fuEufyf[kr dFkuksa esa lR; vFkok vlR; dh igpku djsa �������#�������������..�#�'�
�������


����6���������.
��

6- vodyu dh lgk;rk ls ,dkf/dkj dh lkE;koLFkk Kkr dh tkrh gSA

7-
( ) ( )d R d c
dq dq

≠
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8- �'�(��+

9- $2+�(�
TC TVC

x
−

10- $2+�(�
TC TFC

x
−

8-2 lkjka'k ���������

• vFkZ'kkL=k esa yksp fudkyus osQ fy, vodyu dk iz;ksx fd;k tkrk gSA

• ek¡x iQyu ;g n'kkZrk gS fd fdlh oLrq dh ek¡x ml oLrq dh dher dk iQyu gksrk gSA fdUrq fdlh
oLrq dh ek¡x nwljh lEcfU/r oLrqvksa dh dher dk Hkh iQyu gksrh gSA ek¡x dh frjNh yksp ;g crkrh
gS fd lEcfU/r oLrq dh dher esa ifjorZu gks tk;s rks muosQ dkj.k oLrq dh ek¡x esa ifjorZu gks tk;sxkA

8-3 'kCndks'k ��������
�

• mi;ksx ��
��µvuqiz;ksxA

• yksp �4.�
����� �µyphykA

8-4 vH;kl&iz'u ���	�������
���
�

1- yksp fudkyus dh fof/ dks fy[ksaA

2- lhekUr vkxe vkSj ek¡x dh yksp esa laca/ LFkkfir djsaA

3- oqQy ykxr ls lhekUr ykxr rFkk oqQy vkxe ls lhekUr vkxe fdl izdkj fudkyk tkrk gS\

4- ;fn ek¡x iQyu ��(��+�*�&� gS vkSj vkSlr ykxr iQyu $+�(�� gS rks ,dkf/dkj dk lkE; ewY;

,oa vf/dre ykHk crkb;sA (mÙkj % lkE; ewY; (���&) vf/dre ykHk (�
5
3
)

mÙkj % Lo&ewY;kadu ��
����������������	�
��

�� vFkZ'kkL=k �� vodyu !� ek=kk $� vkxe &� $'�

6- lR; 0� vlR; 8� lR; I� vlR; �+� lR;

8-5 lanHkZ iqLrosaQ �������������� 
�

iqLrdsa 1- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkyZ ih- fleksu] ykWjsUl CyweA

2- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ ;kekus µ izSfUVl gkWy bfUM;kA

3- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ esgrk vkSj enukuh µ lqYrku pUn ,.M lUlA
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��� ���

bdkbZ��� vodyu dk vFkZ'kkL=k esa mi;ksx

4- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl ,.M iQkbukUl µ ekfVZu ukeZuA

5- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkmQfUly iQkWj bdksukWfed ,tqosQ'kuA

6- ,lsfU'k;y eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ uWV lsMsLVj] ihVj gkeUM] izSfUVl gkWy ifCy-

7- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ fleksu vkSj Cywe µ ohok ifCyosQ'kuA

8- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ ekydkWe] fudksyl] ;w-lh- yUnuA

9- xf.krh; vFkZ'kkL=k µ ekbdy gSjhlu] iSfVªd okYMjuA
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bdkbZµ  % mfPp"B vkSj fufEu"B % ,d pj

�!
"��

��!����
����#
��
$���

vuqØef.kdk ����������

mís'; ��������	�
�

izLrkouk ������������

I�� mfPp"B rFkk fufEu"B dh ladYiuk �/���������-�D�������-�����

I�� mfPp"B rFkk fufEu"B dh ifjHkk"kk �������������-�D�������-�����

I�! mfPp"B rFkk fufEu"B Kkr djus osQ izfrcU/ �/��������������'�-�D������

-�����

I�$ mfPp"B vFkok fufEu"B fdlh osQ Hkh u gksus dk izfrcU/ �/����������:�
�����
-�D�������-�����

I�& iQyu���(�������dk mfPp"B rFkk fufEu"B eku Kkr djus osQ fozQ;k in �����
��������'
-�D�������-���������������������(�������

I�� lkjka'k ������� �

I�0 'kCndks'k �"� #���
�

I�8 vH;kl&iz'u ���	��#�%��
���
�

I�I lanHkZ iqLrosaQ ��������������'
�

mís'; ��������	�
�

bl vè;k; osQ vè;;u osQ i'pkr~ fo|kFkhZ ;ksX; gksaxsµ

• mfPp"B ,oa fufEu"B dh ladYiuk dks tkuus gsrqA

• mfPp"B ,oa fufEu"B dh ifjHkk"kk dks le>us gsrqA

• mfPp"B vkSj fufEu"B Kkr djus osQ izfrca/ laca/h tkudkjh izkIr gksxhA

• iQyu ��(����� dk mfPp"B ,oa fufEu"B eku Kkr djus gsrqA

izLrkouk ������������

;fn vkiosQ edku dh Å¡pkbZ vxy&cxy (nk,¡ vkSj ck,¡) esa fLFkr nksuksa edkuksa dh Å¡pkbZ ls vf/d gS rks
vkiosQ edku dh Å¡pkbZ mfPp"B �-�D������dgyk;sxh vkSj ;fn vkiosQ edku dh Å¡pkbZ vxy&cxy
(nk,¡ vkSj ck,¡) esa fLFkr nksuksa edkuksa dh Å¡pkbZ ls de gS rks vkiosQ edku dh Å¡pkbZ fufEu"B �-������

dgyk;sxhA
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�����������
��� ���

bdkbZ��� mfPp"B vkSj fufEu"B % ,d pj

9-1 mfPp"B rFkk fufEu"B dh ladYiuk �'���������+�,�������+�����

xf.kr dk ,d eq[; mi;ksx fdlh iQyu osQ mfPp"B vkSj fufEu"B eku Kkr djus esa gksrk gSA ;fn dksbZ iQyu
vius LorU=k pj osQ fdlh fuf'pr eku rd yxkrkj c<+rk gS vkSj LorU=k pj osQ mPp ekuksa osQ fy, ?kVrk gS
rks vius c<+us okyh fLFkfr ls ?kVus okyh fLFkfr esa vkus esa iQyu mPpre eku izkIr djrk gSA blh izdkj tc
iQyu LorU=k pj osQ fdlh fuf'pr fcUnq rd ?kVrk gS vkSj mlls vxys ekuksa osQ fy, c<+rk gS rks ?kVrh gqbZ
fLFkfr ls c<+us okyh fLFkfr osQ vkus esa iQyu fuEure eku izkIr djrk gSA blls Li"V gS fd mfPp"B fcUnq ij
iQyu dk eku mlosQ Bhd igys vkSj Bhd i'pkr~��
��..���'���������� osQ fcUnqvksa ij osQ ekuksa ls
vf/d gksrk gS vkSj fuEure fcUnq ij mlosQ Bhd igys rFkk mlosQ Bhd ckn �
��..���'�����������osQ
fcUnqvksa ij osQ ekuksa ls de gksrk gSA

mnkgj.kkFkZ% eku yhft, iQyu���(����*�����*��)���osQ lHkh ekuksa osQ fy, tks 1 ls de gSA vFkkZr~ ���@���
��dk eku Hkh c<+rk gS vkSj ��@���@�!�osQ fy,���dk
eku ?kVrk gSA

vr% blosQ eè;�� dk eku ,d mPpre eku gSA

eku yks ��(�����)�,d iQyu gSA���(������dk vkys[k
fp=k osQ vuqlkj fu:fir gSA bl oØ ij $�&�+
4�pkj fcUnq gSa ftu ij Li'kZ js[kk,¡ �7v{k osQ
lekUrj gSaA

vc iQyu �����dk eku $�vkSj +�ij vf/d gS vkSj
$�rFkk +�osQ vkxs c<+us ij �����osQ eku dk c<+uk #d tkrk gS] fdUrq ?kVuk izkjEHk gks tkrk gSA vr% $�rFkk
+ fcUnqvksa ij �����iQyu vf/dre eku xzg.k djrk gSA vr% fcUnq $�rFkk +�ij iQyu dk eku mfPp"B
�-�D����� dgykrk gSA blh izdkj &�rFkk 4� ij iQyu dk eku ?kVuk cUn gks tkrk gS vFkkZr~ vkxs c<+us
ij �����dk c<+uk izkjEHk gks tkrk gSA vr% �����iQyu &�vkSj 4�ij tks eku izkIr djrk gS mUgsa fufEu"B
�-�������dgrs gSaA

mfPp"B ��	1
.	�

eku yks oØ ij fLFkr fcUnq $�osQ fy, ��(���(� �

∴ ��(���ij]���(������(�$�

vc fcUnq $�osQ ck;ha vksj y?kq lkehI;��
��..���'�����������esa dksbZ fcUnq $��yks ftlosQ fy,
��(���*�"�(� ��)�;gk¡�" cgqr NksVk gSA

vr% ��(���*�"�ij]���(�����*�"��(�$����@�$�

blh izdkj fcUnq $�osQ nk;ha vksj y?kq lkehI; �
��..���'�����������esa dksbZ fcUnq $�� yks ftlosQ fy,

��( ��,�"�(� ���

vr% ��(���,�"�ij] ��(�����,�"��(�$����@�$�

vc pw¡fd $���)�$� ls NksVk gS] vFkkZr~ $����@�$�

∴ ����*�"��@ �����;k������?�����*�"�

vkSj pw¡fd $���)�$��ls NksVk gS] vFkkZr~ $����@�$�

Y

O
X

A1 A2A

B

B1 B2

C

D

L1 L2L MM1 M2
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∴ ����,�"��@ �����;k������?�����,�"�

vr% fcUnq�$�(ftlosQ fy, ��(����ij �����dk eku] vFkkZr~ �����$ osQ ck;sa ;k nk;sa izR;sd fcUnq ij������osQ
laxr ekuksa] vFkkZr~ �����*�"��vkSj�����,�"��ls cM+k gSA

9-2 mfPp"B rFkk fufEu"B dh ifjHkk"kk �������������+�,�������+�����

mfPp"B���	1
.	�

eku yks ��(������dksbZ fn;k gqvk iQyu gS vkSj���(���dksbZ fn;k gqvk fcUnq gSA

ekuk fcUnq ��(�� osQ ck;ha vksj �9�2����� fLFkr dksbZ fudVre fcUnq ��(���*�" rFkk fcUnq ��(���osQ nk;ha
vksj ���2�����fLFkr dksbZ fudVre fcUnq���(���,�"�gS] tgk¡ "�vR;Ur vYi jkf'k gSA

fcUnq ��(���ij iQyu �����dk eku (�����

fcUnq���(����*�"��ij iQyu������dk eku�(�����*�"�

vkSj fcUnq���(����,�"��ij iQyu������dk eku�(�����,�"��

fcUnq ��(���ij iQyu �����mfPp"B dgykrk gS] ;fn

����*�"��@ �����?�����,�"�

vFkkZr~ ��(���ij �����dk eku ����)�ck,¡ rFkk nk,¡ fLFkr fudVre fcUnqvksa ij mlosQ ekuksa ����*�"��rFkk ���
,�"��nksuksa ls cM+k gSA

uksV~l dksbZ iQyu ����)���(���ij rc mfPp"B ���D������dgykrk gS] tc �����mu lc ekuksa

ls cM+k gks tks ��(���osQ y?kq lkehI; esa���izR;sd eku osQ fy,������xzg.k dj ldrk gSA

fufEu"B ��
�
.	�

eku yks oØ ij fLFkr fcUnq &�osQ fy, ��(���(� �

∴ ��( ��ij]���(�������(�&��

vc fcUnq &�osQ ck;ha vksj y?kq lkehI; �
��..���'�����������esa dksbZ fcUnq &��yks ftlosQ fy,
��(���*�"�(� ��)�tgk¡ "�cgqr NksVk gSA

vr% ��(���*�"�ij] ���(�����*�"��(�&����?�&��

blh izdkj fcUnq &�osQ nk;ha vksj y?kq lkehI; �
��..���'�����������esa dksbZ fcUnq &� yks ftlosQ fy,
��(���,�"�(� ���

vr% ��(���,�"�ij]  ��(�����,�"��(�&����?�&�

vc pw¡fd &���)�&��ls cM+k gS] vFkkZr~ &����?�&�

∴ ����*�"��? �����;k������@�����*�"�

vkSj pw¡fd &���)�&��ls cM+k gS] vFkkZr~ &����?�&��

∴ ����,�"��? �����;k������@�����,�"��
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ��� mfPp"B vkSj fufEu"B % ,d pj

vr% fcUnq�&�(ftlosQ fy, ��(��) ij �����dk eku] vFkkZr~ ����)�&�osQ ck;sa ;k nk;sa izR;sd fcUnq ij �����osQ
laxr ekuksa] vFkkZr~ ����*�"��vkSj ����,�"��ls NksVk gSA

fcUnq ��(���ij iQyu �����fufEu"B dgykrk gS] ;fn

����*�"��? �����@�����,�"�

vFkkZr~ ��(���ij �����dk eku ����)�ck,¡ rFkk nk,¡ fLFkr fudVre fcUnqvksa ij mlosQ ekuksa ����*�"��rFkk ���
,�"��nksuksa ls NksVk gSA

fdlh iQyu osQ mfPp"B eku �-�D������dk ;g vFkZ ugha gS fd og mldk lcls cM+k eku gS rFkk u
fufEu"B eku dk ;g vFkZ gS fd og lcls NksVk eku gSA fdlh iQyu osQ cgqr ls mfPp"B rFkk fufEu"B eku
gks ldrs gSa vkSj ;g lEHko gS fd ,d mfPp"B eku nwljs fufEu"B eku ls NksVk gksA $�ij iQyu ;k dksfV dk
mfPp"B eku gS] bldk vFkZ osQoy ;g gS fd bl fcUnq osQ vklikl okys nksuksa vksj osQ fcUnqvksa ls bldk eku
lcls vf/d gS rFkk blh izdkj fcUnq &�ij iQyu ;k dksfV dk eku fufEu"B ���������gS] bldk vFkZ
osQoy ;g gS fd bl fcUnq osQ vklikl okys nksuksa fcUnqvksa ls bl fcUnq ij dksfV dk eku lcls de gSA

9-3 mfPp"B rFkk fufEu"B Kkr djus osQ izfrcU/
�'������
�������� �+�,�������+�����

fdlh fcUnq ��(���ij iQyu ��(������osQ mfPp"B vFkok fufEu"B eku Kkr djus osQ izfrcU/ fuEu gSaµ

����vfuok;Z izfrcU/��2�����	������/
�
���

mfPp"B ���D������rFkk fufEu"B ���������nksuksa gh osQ fy, vfuok;Z izfrcU/ fuEu gSµ

��������� �vFkok�
dy
dx ���

�����i;kZIr izfrcU/ ���,,
�
�������/
�
���

mfPp"B ���D������rFkk fufEu"B����������osQ fy;s i;kZIr izfrcU/ fuEu izdkj gSaµ

mfPp"B �.	1
.�.��osQ fy,%

��� ��ij�
2

2

d y
dx

�dk eku � Í.kkRed jkf'k

fufEu"B �.
�
.�.��osQ fy,%

��� ��ij�
2

2

d y
dx

�dk eku � /ukRed jkf'k

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

1- fjDr LFkkuksa dh iwfrZ djsa ���..��������.�<
�µ

1- xf.kr dk ,d eq[; mi;ksx fdlh --------- osQ mfPp"B vkSj fufEu"B eku Kkr djus esa gksrk gSA

2- fdlh iQyu osQ cgqr ls mfPp"B vkSj --------- eku gks ldrs gSaA
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��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

3-  ---------- osQ fy, ��(���ij 
2

2

d y
dx

�dk eku ½.kkRed gksrk gSA

4- fufEu"B osQ fy, ��(�� ij 
2

2

d y
dx

 dk eku --------- gksrk gSA

9-4 mfPp"B vFkok fufEu"B fdlh osQ Hkh u gksus dk izfrcU/ �'������
���
-�
������+�,�������+�����

fcUnq ��(���ij iQyu ���(������u rks mfPp"B gksxk vkSj u gh fufEu"B gksxk] ;fn

2

2
d y
dx

 dk eku ���rFkk 
3

3
d y
dx

�dk eku ��

mfPp"B rFkk fufEu"B ekuksa osQ xq.k %

1- mfPp"B eku osQ ckn fufEu"B eku vkSj fufEu"B eku osQ ckn mfPp"B eku vkrk gS vFkkZr~ mfPp"B vkSj
fufEu"B eku ,dkUrj Øe ls vkrs gSaA

2- iQyu osQ nks leku ekuksa osQ eè; de&ls&de ,d mfPp"B ;k fufEu"B eku vo'; gksrk gSA

3- mu fcUnqvksa ij tgk¡ iQyu dk eku mfPp"B ;k fufEu"B gS Li'kZ js[kk,¡���v{k osQ lekUrj gksrh gSaA vr%

,sls fcUnqvksa ij 
dy
dx

�dk eku 'kwU; gksxk 
dy
dx

�(�+ eku nsdj izkIr lehdj.k dks gy djus ls ��osQ

eku Kkr gks tkrs gSa ftu ij iQyu dk eku mfPp"B ;k fufEu"B gksrk gSA

4- iQyu osQ mfPp"B ;k fufEu"B fcUnqvksa ij 
dy
dx

 dk fpÉ cnyrk gSA mfPp"B fcUnq ij ;g fpÉ /u

ls Í.k vkSj fufEu"B fcUnq ij Í.k ls /u esa ifjofrZr gksrk gSA

VkLd fufEu"B dks ifjHkkf"kr djsaA

9-5 iQyu ����������dk mfPp"B rFkk fufEu"B eku Kkr djus osQ fØ;k in �����
���
���� �+�,�������+������������������
�����������

�
� ��(������dk 
dy
dx

�Kkr djukA

�

�
dy
dx

�(�+�j[kdj izkIr lehdj.k ls ��osQ fHkUu&fHkUu eku Kkr djukA

�


� eku yks fd ��osQ fHkUu&fHkUu eku ��)���)����gSaA

�
(� ���C����Kkr djosQ ��)���)����vkfn ij 
2

2
d y
dx

�dk eku Kkr djukA
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ��� mfPp"B vkSj fufEu"B % ,d pj

;fn ��osQ fdlh eku osQ fy, 
2

2
d y
dx

�dk eku /ukRed gS rks iQyu ml ��osQ eku osQ fy, fufEu"B gksxk rFkk

;fn Í.kkRed gks rks mfPp"B gksxkA

�(��;fn ��osQ fdlh eku osQ fy, 
2

2

d y

dx
 ( + gks rks ml ��osQ eku osQ fy, 

3

3

d y

dx
 Kkr djukA ;fn ml

��osQ eku osQ fy, 
3

3

d y

dx
 ≠�+�rks iQyu dk eku ml ��osQ eku ij u rks mfPp"B vkSj u fufEu"B gksxkA

�(
��;fn fdlh ��osQ eku osQ fy, 
3

3

d y

dx
�(�+�rks ml ��osQ eku osQ fy, 

4

4

d y

dx
 Kkr dhft, ;fn ml ��osQ

eku osQ fy, 
4

4

d y

dx
�Í.k gS rks ml ��osQ eku ij iQyu mfPp"B gS vkSj ;fn /u gS rks fufEu"B gksxkA ;fn ;g

Hkh 'kwU; gS rks blh izdkj vkxs fØ;k djrs tkuk gSA

gy lfgr mnkgj.k

mnkgj.k 1- fl¼ dhft, fd �
������������dk mfPp"B eku 2  gSA

gy % ekuk ��( 
����,���
��

nksuksa i{kksa dk ��osQ lkis{k vodyu djus ij

dy
dx

�( ��
���*�
���

iqu% � osQ lkis{k nksuksa i{kksa dk vodyu djus ij

2

2

d y

dx
�( *�
����*���
��

��osQ mfPp"B vkSj fufEu"B ekuksa osQ fy,] 
dy
dx

 (�+�

∴ ��
���*�
����( +

;k 
����( ��
��

;k �����( �

;k ��(
4
π

��(
4
π
�ij 

2

2

d y

dx
 dk eku (�*�
��

4
π
�*���
�

4
π

( *�
1 1

2 2
−
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��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

(
2

2

−
�(�*� 2

( Í.kkRed jkf'k

vr% ��(�
4
π
 ij � dk eku mfPp"B gSA

��dk mfPp"B eku (�
��
4
π
�,���
�

4
π

(
1 1

2 2
+

( 2 �

mnkgj.k 2- iQyu �	�!�$�����##���!�#"� osQ mPpre rFkk U;wure ekuksa osQ fy, � osQ eku Kkr
dhft,A

gy % ekuk ��( ���*�8���,������*��$�

nksuksa i{kksa dk � osQ lkis{k vodyu djus ij

dy
dx

�( $���*��$���,�$$����*��$ ����
�

iQyu osQ mPpre ;k fuEure eku osQ fy,

dy
dx

�( +

∴ $���*��$���,�$$��*��$�( +

;k $����*�����,�����*����( +

;k ���*�����,�����*���( +

;k ���*�������*�������*�!��( +

∴ ��( �)��)�!

leh- �
��osQ nksuksa i{kksa dk ��osQ lkis{k vodyu djus ij

2

2

d y

dx
�( �����*�$8��,�$$

��(���ij 
2

2

d y

dx
�dk eku�( �������*�$8����,�$$

( ���*�$8�,�$$

( 8�(�/ukRed jkf'k

vr% ��(���ij iQyu dk eku U;wure gS

��(���ij�
2

2

d y

dx
�dk eku�( �������*�$8����,�$$

( $8�*�I��,�$$

( *�$�(�Í.kkRed jkf'k
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ��� mfPp"B vkSj fufEu"B % ,d pj

vr% � ( 2 ij iQyu dk eku mPpre gS

��(�!�ij 
2

2

d y

dx
 dk eku ( ���!���*�$8�!��,�$$

( �+8�*��$$�,�$$

( 8�(�/ukRed jkf'k

vr% ��(�!�ij iQyu dk eku U;wure gSA

mnkgj.k 3- ���!�#���������( dk mfPp"B vkSj fufEu"B eku Kkr dhft,A

gy % ekuk ��( ���*�����,���,��

dy
dx

�( !���*�$��,��

rFkk
2

2

d y

dx
�( ���*�$

vc 
dy
dx

 (�+�j[kus ij

!���*�$��,���(�+�;k �!��*�������*����(�+)�ftlls ��(�
1
3
�;k �

bUgha fcUnqvksa ij iQyu mfPp"B ;k fufEu"B gksxkA

vc ��(�
1
3
�ij 

2

2

d y

dx
 dk eku (���

1
3
�*�$�(�*���@�+�(Í.kkRed)

∴�iQyu ��(�
1
3
�ij mfPp"B gSA

vkSj ��(���ij�
2

2

d y

dx
�dk eku�( ����*�$�(���?�+�(/ukRed)

vr% iQyu ��(���ij fufEu"B gSA

mfPp"B eku�( �
     = − + + =          

3 21 1 1 1 166
2 . 6

3 3 3 3 27

rFkk fufEu"B eku�( �����(����*������,���,���(��� mÙkj

mnkgj.k 4- iQyu #���!�'�����%#��!� ����osQ fdu ekuksa ij mfPp"B ;k fufEu"B gS\

iQyu osQ mu ekuksa dks Hkh Kkr dhft,A

gy % eku yhft, fd ��(�����*�I���,�����*�!

vc iQyu dk � osQ lkis{k vodyu djus ij

dy
dx �( ����*��8��,����(������*�!��,��� ������

iQyu osQ mPpre ;k fuEure eku osQ fy,
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�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

dy
dx

�( +

∴ �����*�!��,����( + ;k ���*�!��,���(�+

;k ���*�������*����( + ∴ ��(��)��

vc (1) dk vodyu djus ij

2

2

d y

dx
�( ������*�!�

vkSj���(���osQ fy,�
2

2

d y

dx
�(�������*�!��(�*���tks Í.k gSA

vr% ��(���ij iQyu mfPp"B gSA

;g mfPp"B eku�( �����*�I����,������*�!

( ��*�I�,����*�!�(�� mÙkj

vc ��(���osQ fy, 
2

2

d y

dx
�(��������*�!��(���/u gSA

vr% ��(���ij iQyu mfPp"B gSA

vkSj iQyu dk fufEu"B eku

( �����*�I����,������*�!�(��� mÙkj

mnkgj.k 5- ��osQ fdu ekuksa osQ fy;s] iQyu ��������
�!�&�	���&���!�%��mfPp"B vFkok fufEu"B gSA
fl¼ dhft, fd �����ij ;g iQyu u mfPp"B gS vkSj u fufEu"BA

gy % eku yhft, ��(��
�*�&���,�&���*��

nksuksa i{kksa dk ��osQ lkis{k vodyu djus ij

dy
dx

�( &���*��+���,��&��

( &������*�$��,�!��(�&������*�������*�!�

iQyu osQ mPpre ;k fuEure eku osQ fy,�
dy
dx

�(�+

∴ &������*�������*�!��( + ∴ ��(�+)��)�!

vc
2

2

d y

dx
�(��+���*��+���,�!+��(��+������*����,�!�

��( ��izfrLFkkfir djus ij

2

2

d y

dx
�( �+����*���,�!��(�*��+�Í.kkRed

∴ ��( ��ij iQyu mfPp"B gSA

��( !�izfrLFkkfir djus ij
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ��� mfPp"B vkSj fufEu"B % ,d pj

2

2

d y

dx
�( �+�;�!����;�!��*���;�!�,�!��(�!+��8�*��8�,�!�

( I+�/ukRed

∴ ��( ! ij iQyu fufEu"B gSA

��( +�izfrLFkkfir djus ij

2

2

d y

dx
�( +)�iQyu mfPp"B gS vFkok fufEu"B ugha dgk tk ldrkA

vc
3

3

d y

dx
�( �+���*���+��,�!+

��( +)�izfrLFkkfir djus ij

3

3

d y

dx
�( +�*�+�,�!+�(�!+�tks 'kwU; ugha gSA

vr% ��(�+�ij iQyu u mfPp"B gS vkSj u fufEu"BA

mnkgj.k 6- iQyu ���!�%�����!�#�����!� ��dk mfPp"B eku Kkr dhft;sA

gy % eku yhft, ��(����*�������*�������*�!�

( ���*�����,�����*��

nksuksa i{kksa dk ��osQ lkis{k vodyu djus ij

dy
dx

�( !���*�����,���

mfPp"B ;k fufEu"B eku osQ fy,

dy
dx �( +

∴ !���*�����,����( +

;k ��(
± − × ×12 144 4 3 11

6
�(�

±12 2 3
6

⇒ ��( ��M�
1

3

∴ ��( ��,�
1

3
;k ��(���*�

1

3

vc
2

2

d y

dx
�( ���*���

��(���,�
1

3
�osQ fy,

2

2

d y

dx
�( ��

 + 
 

1
2

3
�*����(�� 3 �/ukRed
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��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

��( ��,�
1

3
�ij iQyu fufEu"B gSA

vkSj ��(���*�
1

3
�osQ fy,

2

2

d y

dx
�( ��

 − − = − 
 

1
2 12 2 3

3
�Í.kkRed

∴ ��( ��*�
2

3
�ij iQyu mfPp"B gSA

vc fn;s iQyu esa���( ��*�
1

3
�izfrLFkkfir djus ij

mfPp"B eku�(
1 1 1

2 1 2 2 2 3
3 3 3

     − − − − − −     
     

(
     − − − −     
     

1 1 1
1 1

3 3 3
�(�

2

3 3
� mÙkj

mnkgj.k 7- fl¼ dhft;s fd 
 
  
1 x

x
 dk mfPp"B eku ������ gSA

gy % eku yhft, ��( �  
  
1 x

x

E�5 vk/kj ij nksuksa i{kksa dk .�'������ ysus ij

.�'���( .�'�
 
  
1 x

x
�(���.�'�

1
x
�(���.�'�����(�*���.�'��

� osQ lkis{k vodyu djus ij

1 dy
y dx

�( *�
1

. 1.logx x
x

 +  

∴
dy
dx

( *�����,�.�'�����

� osQ mfPp"B ;k fufEu"B eku osQ fy,

dy
dx

�( +

∴ *����,�.�'������( + ;k .�'���(�*�� � ��≠�+

;k *�.�'���( �

;k .�'�
1
x
�( �.�'�� ⇒ ��(�

1
e
�

vc
2

2

d y

dx
�( *�

1
. (1 log )

dy
y x

x dx
 + +  
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ��� mfPp"B vkSj fufEu"B % ,d pj

��(�
1
e
�izfrLFkkfir djus ij

2

2

d y

dx
�( *�A���,�+B) �

dy
dx

�(�+

2

2

d y

dx
�(�*����Í.kkRed gSA ∴ �����(�

1
e
�osQ fy, iQyu mfPp"B gSA

∴ fufnZ"V iQyu esa ��(
1
e
�izfrLFkkfir djus ij

mfPp"B eku ( 

1 /1
1

e

e

 
 
 
 

 (�������� fl¼ gqvkA

mnkgj.k 8- 
log x

x  dk mfPp"B eku Kkr djks] tcfd �3���3���

gy % eku yks ��(�
log x

x

∴
dy
dx
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bdkbZ��� mfPp"B vkSj fufEu"B % ,d pj

∴ ��(
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3
�ij iQyu fufEu"B gSA
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Lo&ewY;kadu ������������	�
��

fuEufyf[kr dFkuksa esa lR; vFkok vlR; dh igpku djsa

�������#�������������..�#�'���������
�����6���������.
��

5- mfPp"B osQ fy, ��(�� ij 
2

2

d y
dx

 dk eku /ukRed gksrk gSA

6- fufEu"B osQ fy, ��(�� ij 
2

2

d y
dx

� dk eku /ukRed gksrk gSA

7- iQyu osQ nks leku ekuksa osQ eè; de ls de ,d mfPp"B ;k fufEu"B eku vo'; gksrk gSA

8- iQyu osQ mfPp"B ;k fufEu"B fcanqvksa ij 
dy
dx

dk fpÉ ugha cnyrk gSA

9-6 lkjka'k ���������

• ;fn vkiosQ edku dh Å¡pkbZ vxy&cxy (nk,¡ vkSj ck,¡) esa fLFkr nksuksa edkuksa dh Å¡pkbZ ls vf/d
gS rks vkiosQ edku dh Å¡pkbZ mfPp"B �-�D������dgyk;sxh vkSj ;fn vkiosQ edku dh Å¡pkbZ
vxy&cxy (nk,¡ vkSj ck,¡) esa fLFkr nksuksa edkuksa dh Å¡pkbZ ls de gS rks vkiosQ edku dh Å¡pkbZ
fufEu"B �-�������dgyk;sxhA

• iQyu LorU=k pj osQ fdlh fuf'pr fcUnq rd ?kVrk gS vkSj mlls vxys ekuksa osQ fy, c<+rk gS rks ?kVrh
gqbZ fLFkfr ls c<+us okyh fLFkfr osQ vkus esa iQyu fuEure eku izkIr djrk gSA

• mfPp"B eku osQ ckn fufEu"B eku vkSj fufEu"B eku osQ ckn mfPp"B eku vkrk gS vFkkZr~ mfPp"B vkSj
fufEu"B eku ,dkUrj Øe ls vkrs gSaA

• ;fn ��osQ fdlh eku osQ fy, 
2

2
d y
dx

�dk eku /ukRed gS rks iQyu ml ��osQ eku osQ fy, fufEu"B gksxk

rFkk ;fn Í.kkRed gks rks mfPp"B gksxkA

9-7 'kCndks'k ��������
�

• mfPp"B �-�D����� vf/dreA

• fufEu"B �-������ fuEureA
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9-8 vH;kl&iz'u ���	�������
���
�

1- ���*�����,��,�� dk mfPp"B ,oa fufEu"B eku Kkr dhft,A

(mÙkj % mfPp"B (�
166
27

) fufEu"B (��)

2- iQyu ���*�������*�������*�!� dk mfPp"B eku Kkr dhft,A (mÙkj % mfPp"B (�
2

3 3
)

3- lkfcr djsa fd 
1

x

x
 
  

�dk mfPp"B eku ������ gSA

4- iQyu ����*�I���,�����*�!)�� osQ fdu ekuksa ij mfPp"B ;k fufEu"B gS\

(mÙkj % mfPp"B (��) fufEu"B (��)

mÙkj % Lo&ewY;kadu ��
����������������	�
��

1- iQyu �� fufEu"B !� mfPp"B $� /ukRed

5- vlR; �� lR; 0� lR; 8� vlR;A

9-9 lanHkZ iqLrosaQ �������������� 
�

iqLrdsa 1- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkyZ ih- fleksu] ykWjsUl CyweA

2- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl ,.M iQkbukUl µ ekfVZu ukeZuA

3- ,lsfU'k;y eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ uWV lsMsLVj] ihVj gkeUM] izSfUVl gkWy ifCy-

4- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ ;kekus µ izSfUVl gkWy bfUM;kA

5- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ esgrk vkSj enukuh µ lqYrku pUn ,.M lUlA

6- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ fleksu vkSj Cywe µ ohok ifCyosQ'kuA

7- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ ekydkWe] fudksyl] ;w-lh- yUnuA

8- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkmQfUly iQkWj bdksukWfed ,tqosQ'kuA

9- xf.krh; vFkZ'kkL=k µ ekbdy gSjhlu] iSfVªd okYMjuA
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bdkbZ���� mfPp"B vkSj fufEu"B% nks pj ,oa ysaxjsat xq.kd lfgr mf}Xu mfPp"B ,oa fufEu"B

bdkbZµ%& % mfPp"B rFkk fufEu"B % nks pj ,oa ysaxjsat

xq.kd lfgr mf}Xu mfPp"B ,oa fufEu"B
�!
"��

��!����
��'�(
��
$���
��
)���	�
����!
"��

��!����
'�	�

*
���
�����!��	�+�����

vuqØef.kdk ����������

mís'; ��������	�
�

izLrkouk ������������

�+�� mfPp"B rFkk fufEu"B Kkr djus osQ izfrca/ �/������
��������'�-�D������
-�����

�+�� ysaxjsat xq.kd lfgr mf}Xu mfPp"B ,oa fufEu"B �/�
�������-�D�������-����
#����9�'��'�5
�-�.���.����

�+�! LyVLdh lehdj.k ��.��
< �4K������

�+�$ LyVLdh lehdj.k yksp :i esa ��.��
< �4K��������4.�
����� ������

�+�& lkjka'k ������� �

�+�� 'kCndks'k �"� #���
�

�+�0 vH;kl&iz'u ���	��#�%��
���
�

�+�8 lanHkZ iqLrosaQ ��������������'
�

mís'; ��������	�
�

bl bdkbZ osQ vè;;u osQ i'pkr~ fo|kFkhZ ;ksX; gksaxsµ

• mfPp"B rFkk fufEu"B Kkr djus osQ izfrca/ laca/h tkudkjh izkIr gksxhA

• ysaxjsat fof/ dh tkudkjh gsrqA

• LyVLdh lehdj.k dks tku losaQxsA

• LyVLdh lehdj.k yksp :i esa vPNh rjg le> losaQxsA

izLrkouk�������������

eku yks dksbZ] !�(�������fn;k gqvk iQyu gS] vkSj ��)��� nks fn;s gq;s fcUnq gaS ftu ij vf/dre ,oa U;wure
iQyu Kkr djuk gS rFkk ��5�	 nks /ukRed fLFkjkad gS rks iQyu mfPp"B ��)��� ij fuEu izdkj gksxk]
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����*��)���*�	��@����)����vkSj����)����?�����,�����,�	� vkSj fufEu"B ����*��)���*�	��?����)

���vkSj����)����@�����,��)���,��� tgk¡ ���)��� iQyu dh mfPp"B ,oa fufEu"B ewY; gSA

10-1 mfPp"B rFkk fufEu"B Kkr djus osQ izfrca/
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�G��i;kZIr izfrcU/ ���,,
�
�������/
�
���%

mfPp"B osQ fy;s] ;fn !�(����)��� rFkk vfuok;Z izfrcU/ ���(�+)�������(�+ rks

∂2!C∂�� @ +����∂2!C∂�� ?�+

∴
↓

∂ ∂
∂ ∂

2 2

2 2

( )

·

A B

u u

x y
�?

 ∂
 

∂ ∂  

22

C

u
x y

�� $&�?�+� �� ���*�����?����

fufEu"B osQ fy;s]

!�( ���)���)����(�+ vkSj ���(�+

rks

∂�!C∂���? + vkSj ∂�!C∂���?�+

∴ ∂�!C∂���
∂
∂

2

2

u

y
�@

 ∂
 

∂ ∂ 

22

·
u

x y
�� $�&�@�+�

�� ����F�����@ ���

mnkgj.k 1- !�(����,����*����,����,�$�mfPp"B ,oa fufEu"B ewY; fudkfy;sA

gy %
∂
∂
u
x
�( !D��,����*���(�+ ������

∂
∂
u
y �( *��,����(�+ ������

(1) o (2) dks gy djus ij

!���,����*���( +

*��,����( +

;fn ��(��� rks izFke lehdj.k osQ j[kus ij
!������,�������*���( +

������,!��( +

tc ��( + �� ��(�*
1
4

tc ��(�+



����

VED1

E\L-LOVELY-H\math10-1 IInd 21-10-11 IIIrd 24-1-12 IVth 21-4-12 Vth 20-8-12 VIth 10-9-12

��������	�
������������	���� ���

�����������������	
�����������	���������������������	������������������������������

��; ���;�.

�����;� − 1
4

��� ��;����;�
1
2

−

��������	�
����������������������������������������������������������	����
� ���9�K�:�9�K������

�������	�
����	��	�������	���������������������������������	 ��	�!"�#�$���	������������

∂
∂

2

2

u

x
�;

∂ ∂+ = = −
∂ ∂∂

2 2

2
6 2,· 2, 1

u u
x

x yy
������

������������	�
�������

∂
∂

2

2

u

x
�;

∂+ = > = >
∂

2

2
6(0) 2 2 0, 2 0

u

y

∂ ∂
∂ ∂

2 2

2 2

u u

x y
�;

⎛ ⎞∂= > = − =⎜ ⎟
∂ ∂⎝ ⎠

22
22· 2 4 ( 1) 1

u
x y

��������	�
�	�������	�����������������������������������

��; ���<����9����<����<���;�����.:�.����������	
�	������	����	������

�����	�9�K�:�9�K������������

∂
∂

2

2

u

x
�;

∂⎛ ⎞− + = − =⎜ ⎟⎝ ⎠ ∂

2

2

1
6 2 1, 2

2
u

y

22 2 2

2 2

u u u
x yx y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂− ⎜ ⎟
∂ ∂∂ ∂ ⎝ ⎠

�; �9����9��9���;�9��M�.

�������9�K�:��K��:����������	
��
������

��������������������������������������������������������

�� !"#��*�"	-�-� ���������*	�	-�-�

���;�.: ���;�. ���;�.: ���;�.

����M�.: ����M�. ����L�.: ����L�.

��������������
��L�. �������9������

��L�.

���������	
���1������7�	��� �����������	
���
���%������-��	���

���;�.: ���;�. ���;�.: ���;�.

���������9������
��M�. ��������������

��;�.

�������������	
����������	��������������������	�
��������

�
� �
�����
�
*�
�
$ �
�
$(



����

VED1

E\L-LOVELY-H\math10-1 IInd 6-8-11 IIIrd 24-1-12 IVth 21-4-12 Vth 20-8-12 VIth 10-9-12

��� ��������	�
������������	����

�����������	�
���������

�������������	�
��
�����

���; ����9���;�.: ���9���;�.
���; ����9��&�;�.: ���9�,�;�.

∴ ��:���:���:�9��:��9�:���:��9�:�9��

��������	
������
��

����; ,�
����; ,�
����; .

��:�����������	
����
����; ,��;�,�L�.
����; ,��;��&�L�.

��������������
��; ����9�.�;�����L�.

���������	�
������	�������������������	
�

��:�9�����������	
����

����; ,��;�,�L�.
����; ,��;�9�&�M�.

�������9������
��; ,�9�&��9�.�M�.

���������	
�����:�9��������������	
��������������
�������������

�9�:������������	�
��������

����; ,��;�9,�M�.
����; ,��;��&�L�.

�������9������
��; �9,����&��9�.�M�.

�������9�:���������������	��
�������
�����

�9�:�9�����������	
����

����; ,��;�9,�M�.: ����;�,��;�9�&�M�.
�������9 �����

��;��9,��9�&��9.�L�.

�������9�:�9�����������������	
��������

	����
����������	���������	�	��������� �!��"#�����	�	
������$��%��	����%������������	����
�	����	&��

�'(���;��������(����!�(����;�:

������→����������	�:��→���������	*→����+�������+��→���������	
�	
���

���	��	���������	����	��������	���
���
���	
���	�����	��	���	���	��	������	��	���	������� 	������



�	�!���	
���	��

��; ���:����<�λ�:�9�(������9�(������

���� ����	��
�������������������������������������4������	����!��	#�
����!	�	#��*	�%�)��"���"�:��!���	��	���

����������	�
����������������	��������������������������������������	�
���������������������� ������!�"
�	��#� ���$���������"����



����

VED1

E\L-LOVELY-H\math10-1 IInd 21-10-11 IIIrd 24-1-12 IVth 21-4-12 Vth 20-8-12 VIth 10-9-12

��������	�
������������	���� ���

�����������������	
�����������	���������������������	������������������������������

B�; ��*�*���<�λ���9�+�*��9�+�*��

�����B:�λ*�������*�����������	�
����λ���������������*���	#�	����������������	��
����B����������	

�
����������B�����*�:�*�������λ������	�
����������������7���	����	�������	��	������������	
�

������������������

∂
∂ 1

V
q

�; ���9�λ+��;�. ������

∂
∂ 2

V
q

�; ���9�λ+��;�. ���� �

∂
∂λ
V

�; ��9�+��*��9�+��*��;�. ����$�

����������������� �������������

���; λ+����������;�λ+�

�������������	
�����������

1

2

f
f

; =1 1 1

2 2 2

p f p
p f p

�����

����������	
������������������������	�	����������
����������������	�����	
�

�����������������������G������	�������	��	�����������

����*��<�����A��9+���λ�; λ�+�

����*��<�����A��9+���λ′�; �+�

9+��*��9�+��*��; 9���<�*��+��<�*��+�

����������1�����������������������	�
�����������	��������������������S��������P���	��
�����-	�����������������	�
��

−⎡ ⎤
⎢ ⎥− >⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

11 12 1

21 22 2

1 2

0
0

f f p
f f p
p p

����&�

���������&��������������	
���

�����.�����9�+�
���9�����.�����9�+�+���9�+�E����9+���9������9+��F�L�.

����� ���+�
��9����+�+��<����+�+���9������9+�

���L�.

����� ���+�
��9�����+�+��<�����+�

��L�.

�����������	�
������
������������������
������������������������������
��������������

uksV~l �������������	�
������
�����
�������������������	�
�
���	���������
������������������

��	�



uksV

VED1

E\L-LOVELY-H\math10-1 IInd 6-8-11 IIIrd 24-1-12 IVth 21-4-12 Vth 20-8-12 VIth 10-9-12

��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

mnkgj.k % mnklhurk oØ dh lgk;rk ls miHkksDrk O;ogkj fl¼kUr dh xf.krh; O;k[;k dhft;sA

���
��

�-����������.. ���������� ������
����5
�����	�����#����������.������������7
�������	��6����K����

gy% ,d miHkksDrk dh vk; fLFkj jgrh gS vkSj ,d foosd'khy miHkksDrk ml vk; ls vf/dre lUrqf"V izkIr
djuk pkgrk gSA ftl fcUnq ij miHkksDrk dks vf/dre lUrqf"V izkIr gksrh gS] og miHkksDrk lUrqyu dgykrk
gSA

miHkksDrk lUrqyu dh fLFkfr ml n'kk esa gksrh gS] tc ctV js[kk ;k dher js[kk mnklhu oØ dks Li'kZ djrh
gSA nwljs 'kCnksa esa] ctV js[kk dk <ky vkSj mnklhu oØ dk <ky leku gksus ij miHkksDrk lUrqyu dh fLFkfr
esa gksrk gSA xf.krh; :i esa lhekUr izfrLFkkiu dh nj (mnklhu oØ dk <ky) rFkk nksuksa oLrqvksa osQ dher
vuqikr (ctV js[kk dk <ky) leku gksa rks miHkksDrk lUrqyu dh fLFkfr esa gksrk gSA

mnklhu oØ iz.kkyh esa mnklhurk oØ osQ <yku dks lhekUr mi;ksfxrkvksa osQ vuqikr esa ifjHkkf"kr fd;k x;k
gS rFkk ctV js[kk osQ <yku dks dherksa osQ vuqikr ls ifjHkkf"kr fd;k x;k gSA vFkkZr~

mnklhurk oØ dk <ky ( lhekUr mi;ksfxrkvksa dk vuqikr

(
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2

MU
MU

rFkk ctV js[kk dk <ky ( dher vuqikr

(
1

2

p
p

mnklhurk oØ fo'ys"k.k  Li"V djrk gS fd oØ osQ izR;sd fcUnq ij miHkksDrk dks leku rqf"Vxq.k izkIr gksrh
gSA vFkkZr~

!�( �����F����

oqQy vodyu djus rFkk 'kwU; osQ cjkcj j[kus ij

�!�( ������,�������(�+

(�!�(�+ dk vfHkizk; gS fd lhekUr rqf"Vdj.k 'kwU; gksrk gS) vFkkZr~ mi;ksfxrk esa dksbZ ifjorZu ugha gksrk gSA
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�mnklhurk oØ osQ <yku dks iznf'kZr djrk gS vFkkZr~ lhekUr izfrLFkkiu dh nj ���'�-� dgykrh gSA

lhekUr izfrLFkkiu dh nj oLrq �� dh og ek=kk gS ftldk miHkksDrk��� dh vfrfjDr bdkbZ dks izkIr djus

osQ fy;s R;kx djus osQ fy;s rRij jgrk gSA − 2
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dq

 dk Í.kkRed laosQr ;g n'kkZrk gS fd mnklhurk oØ dk

<ky fxjrk gqvk gksrk gSA

∴ �� rFkk �� x.ku la[;k �/�����.��osQ :i esa izFke vkaf'kd vodyu ;k lhekUr rqf"Vxq.k gSA vFkkZr~
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ctV js[kk dks fuEu lehdj.k }kjk ifjHkkf"kr fd;k tk ldrk gSµ
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;gk¡ ��(�vk;] ���(����*oLrq dh dher rFkk ���(���*oLrq dh dher dks iznf'kZr djrs gSaA

mijksDr lehdj.k dk vodyu djus ij

���( ���K
�,������

���(�+ gksxk D;ksafd miHkksDrk dh vk; fLFkj jgrh gS] mlessa dksbZ
ifjorZu ugha gksrk gS] vr%
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vFkok ������( *�����

vFkok − 2

1

dq
dq

�( 1

2

p
p

vFkok �'-�����(
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vFkkZr~ mnklhurk oØ dk <ky ( ctV js[kk dk <ky miHkksDrk lUrqyu fo'ys"k.k dks fuEu }kjk n'kkZ;k tk ldrk
gSµ
js[kkfp=k 10-1 esa �+ mnklhu oØ gS rFkk ctV js[kk nh gqbZ gS tks / fcUnq ij ,d nwljs dks Li'kZ djrs gSaA

vFkkZr~ / fcUnq ij nksuksa dk <ky cjkcj gSA bl fcUnq ij �'-�����(�
1

2

p
p

 izkIr gksxk tgk¡ miHkksDrk dks

vf/dre lUrqf"V izkIr gksxhA

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

fjDr LFkkuksa dh iwfrZ djsa ���..��������.�<
�µ

1- ,d miHkksDrk dh vk; --------- jgrh gSA

2- ftl fcUnq ij miHkksDrk dks vf/dre larqf"V izkIr gksrh gS] og --------- larqyu dgykrk gSA

3- miHkksDrk larqyu dh fLFkfr ml n'kk esa gksrh gS tc ctV js[kk ;k dher js[kk --------- oØ dks Li'kZ
djrh gSA

4- mnklhu oØ iz.kkyh esa mnklhurk oØ osQ <yku dks --------- mi;ksfxrk  osQ vuqikr esa ifjHkkf"kr fd;k
x;k gSA

5- mnklhurk oØ dk <ky (�lhekUr mi;ksfxrk dk vuqikr ---------A
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���@��)�iwjd oLrq;sa

2

1

q
U

p
∂ 

 ∂ 
�( ��
���(�+) LorU=k oLrq;sa

lkekU; oLrq;sa] ghu oLrq;sa rFkk fxfiQu oLrq;sa �N����.�Q���
)���������Q���
����Q����
Q���
�

ge tkurs gSa fd

dher izHkko�( izfrLFkkiu izHkko�,�vk; izHkko

lkekU; oLrqvkssa osQ fy;s vk; izHkko /ukRed gksrk gS] vFkkZr~

1

0

q
y = <

∂ 
 ∂ ���� ����	

dher esa deh gksus osQ dkj.k /ukRed vk; izHkko] /ukRed izfrLFkkiu izHkko dks lqn`<+ djrk gSA blosQ foijhr
dher c<+us ij miHkksDrk dh okLrfod vk; de gksrh gS rFkk izfrLFkkiu izHkko ek=kk���dks de djus osQ fy;s
lqn`<+ ifjofrZr gksrh gS] vFkkZr~

1

1

q
p

∂  < ∂ 
+)�lkekU; oLrq osQ fy;s

blosQ foijhr vk; izHkko Í.kkRed gks vFkok vk; izHkko izfrLFkkiu izHkko dks lqn`<+ u djrk gks rks oLrq;sa
?kfV;k gksaxhA

og oLrq ftldk vk; izHkko] izfrLFkkiu izHkko ls vf/d gksrk gS] vFkkZr~ dher de gksus ij oLrq dh ek¡x Hkh
de gks tkrh gS] fxfiQu oLrq;sa dgykrh gSaA

fxfiQu oLrqvksa rFkk ?kfV;k oLrqvksa] nksuksa fLFkfr;ksa esa vk; izHkko Í.kkRed gksrk gS] fiQj D;k nksuksa oLrq;sa leku
gSa] mÙkj gS ugha] D;ksafd ?kfV;k oLrqvksa osQ fy;s izfrLFkkiu izHkko Í.kkRed vk; izHkko ls vf/d gksrk gSA dgus
dk vfHkizk; gS fd ?kfV;k oLrq;sa ek¡x osQ fu;e dk ikyu djrh gSa] blosQ foijhr fxfiQu oLrq;sa ek¡x osQ fu;e
dh iwfrZ ugha djrh gSaA
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z
y

∂
∂

�( ��,�λ�(�+

z∂
∂λ

�( ���,���*���(�+

mijksDr lHkh dks � ��vkSj λ osQ fy;s gy djus ij]���(��C!)���(�$C!�vkSj�λ�(�*�C!

rks] vf/dre mi;ksfxrk !�(
2 4 8
3 3 9

xy  = =  

;g le lhekUr mi;ksfxrk fu;e dks n'kkZrk gSA

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

6- ;fn fdlh oLrq dh dher esa ifjorZu gks tk, rks miHkksDrk osQ miHkksx esa ifjorZu fdldk izHkko crkrk
gS\

��� dher ��� miHkksx ��� miHkksDrk ��� oLrqA

7- ;fn fdlh oLrq dh dher esa deh gks tkrh gS rks miHkksDrk dh okLrfod vk; esa D;k ifjorZu  gksrk
gS\

��� deh ��� o`f¼ ��� leku ��� buesa ls dksbZ ugha

8- oLrq dh dher esa o`f¼ gks tkus ls miHkksDrk dh okLrfod vk; esa D;k ifjorZu gksrk gS\

��� leku ��� o`f¼ ��� deh ��� buesa ls dksbZ ugha

9- /��(����������
q
p

∆
∆

�

���
q
p ���

d
q ���

q
d

���
p
q

10- dher izHkko (�izfrLFkkiu izHkko ,����������

��� vk; izHkko ��� dher izHkko ��� miHkksDrk izHkko ��� lHkh

10-5 lkjka'k ���������

•
↓

∂ ∂
∂ ∂

2 2

2 2
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·

A B

u u

x y
 @ 

 ∂
 

∂ ∂  

22

C

u
x y �� $&�@�+� �� ���*�����@����

fufEu"B osQ fy;s]

!�( ���)���)����(�+ vkSj ���(�+

rks

∂2!C∂�� ? + vkSj ∂�!C∂���?�+
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• ����������	
���������������	��������������������������������������������������	�� !���������"
�������#��$	�����%�����������������������&���'�������	�� !����&���	���������������������	
���
����������������������#

• ���	�� !��()������������	���� !� �*�&�������	���
��������+��'���� �*�'����������������,�������
+��������������������� �*�&��������������� �*�'�����	���������,��������+�����#

• ���	���� !�� ���,�)�����,������������� !� �*��(-������
��������������������	������,�+�)���(�.�
��������#

• ������	�� ������������������� �"������������������������ �*�������+������������ �"�����+�/��������

�(��� ���������#

• ������	�� ������������������������������������������������� ���� ��'������� 0�1������������#

2	 �*�� ����� ���������������� 0�1���������	��������������� ���� ��'�����������'������+�#

• ������	�� �������	���3����������� 0�1����������������������������(���������� �������������+�'�4�

�����+��������#

• �����	�� ������������������� �"������������������������������	����,����������������� �"�'������

����2	����������������	����������$	���'
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4- fufEu"B osQ fy, fl¼ djsa fd

����������5�����

5- !�(����,����*����,����,�$ osQ mfPp"B ,oa fufEu"B ewY; fudkfy;sA

mÙkj % Lo&ewY;kadu ��
����������������	�
��

1- fLFkj ��miHkksDrk !�mnklhu $�lhekar &�
1

2

MU
MU

6- ��� 0� ��� 8� ��� I���� �+������

10-8 lanHkZ iqLrosaQ �������������� 
�

iqLrdsa 1- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl ,.M iQkbukUl µ ekfVZu ukeZuA

2- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ esgrk vkSj enukuh µ lqYrku pUn ,.M lUlA

3- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ fleksu vkSj Cywe µ ohok ifCyosQ'kuA

4- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ ;kekus µ izSfUVl gkWy bfUM;kA

5- ,lsfU'k;y eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ uWV lsMsLVj] ihVj gkeUM] izSfUVl gkWy ifCy-

6- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ ekydkWe] fudksyl] ;w-lh- yUnuA

7- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkyZ ih- fleksu] ykWjsUl CyweA

8- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkmQfUly iQkWj bdksukWfed ,tqosQ'kuA

9- xf.krh; vFkZ'kkL=k µ ekbdy gSjhlu] iSfVªd okYMjuA
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bdkbZ���� mf}Xu mfPp"B ,oa fufEu"B

bdkbZµ�� % mf}Xu mfPp"B ,oa fufEu"B
�������	
����	�
�		���
�
�	�

vuqØef.kdk ����������

mís'; ��������	�
�

izLrkouk ������������

���� ykHk vf/drehdj.k ��������������������

���� {kfriwjd ek¡x iQyu ������
����������� ������

���! lkjka'k �"�����#�

���$ 'kCndks'k �%�#&���
�

���' vH;kl&iz'u �(�	��&�)��
���
�

���* lanHkZ iqLrosaQ � ���+���(����,
�

mís'; ��������	�
�

bl bdkbZ osQ vè;;u osQ i'pkr~ fo|kFkhZ ;ksX; gksaxsµ

• ykHk vf/drehdj.k dks le>us esaA

• {kfriwjd ek¡x iQyu dh tkudkjh izkIr djus gsrqA

izLrkouk��������������

eku yhft, ,d iQeZ nks mRikn ���rFkk ���dh ek=kk ���rFkk ���dk Ø; Øe'k% ���rFkk ���dh dher ij
Ø; djrh gS rks ,slh n'kk esa oqQy vkxe gksxkµ

��- �����-����� ������

eku yhft, iQeZ ,d fuxZr �������ls nks mRiknksa ���������θ��rFkk θ��dk mRikn djrh gSA ,slh n'kk esa
��osQ lUnHkZ esa iQeZ osQ nks mRikn dh ykxr ���.����rFkk ���dk iQyu gksxkA vFkkZr~

��- �����.���� ������

,slh n'kk esa ,d iQeZ dh vkxe dks vf/dre djus osQ fy, oqQy vkxe ,oa iQyu dks ysus ij

	�- �����-������/�µ�0��
����������σ1 ����!�

;gk¡ µ�ysaxjsat xq.kd gSA lehdj.k (1) dk vkaf'kd vodyu djosQ 'kwU; osQ cjkcj j[kus ij

1

V
q

∂
∂

�- ���2�µ���-�3
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2

V
q

∂
∂

�- ���2�µ���-�3 ����$�

V∂
∂µ

�- ��2������.����-�3

lehdj.k ����rFkk ����dks ysus ij

1

2

p
p
�- 1

2

h
h
�-���� (;gk¡] ����-�2� 2

1

dq
dq

mRiknu :ikUrj.k dh nj)

vr% 1

2

p
p
�- 2

1

/
/

q x
q x

∂ ∂
∂ ∂

�-���� ����'�

lehdj.k (5) ;g n'kkZrk gS fd mRiknu :ikUrj.k dh nj dher vuqikr osQ cjkcj gksrh gS tks ;g crkrh gS
fd vkxe js[kk mRikn :ikarj.k oØ dks Li'kZ djrh gSA

izFke Øe 'krks± dks fuEu izdkj n'kkZ ldrs gSaµ

µ�- 1 2

2 2

p p
h h

=

;k µ�- �� 1 2q q
p

x x
∂ ∂=
∂ ∂

pw¡fd ����dks lhekUr mRikn esa fuEu izdkj Hkh n'kkZ;k tk ldrk gS

1q
x

∂
∂ - 2

1 2

1 1
,

q
h x h

∂ =
∂

uksV~l ����Øe �"������������dh 'krks± osQ fy, f}rh; vodyt dk ckWMZM gsl lkjf.kd

�4��������5�

��������������vf/dre ykHk osQ fy, /ukRed gksuk pkfg,A

vr%

11 12 1

21 22 2

1 2 0

h h h
h h h

h h

− µ − µ −
− µ − µ −

− −
�6�3 ����*�

lehdj.k (6) dk foLrkj djus ij

µ��������
��2 �����������/������

���6�3 ����7�

;k ������
��2 ����������/������

���6�3 ����8���pw¡fd µ�6�3�

bl izdkj iQeZ lehdj.k (5) ,oa (7) dks lUrq"V djrh gS rks iQeZ fuf'pr :i ls vius vkxe dks vf/dre
djus esa liQy gksxhA
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��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

11-6 lanHkZ iqLrosaQ �����$���"�����%�

iqLrdsa 1- xf.krh; vFkZ'kkL=k µ ekbdy gSjhlu] iSfVªd okYMjuA

2- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ esgrk vkSj enukuh µ lqYrku pUn ,.M lUlA

3- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ fleksu vkSj Cywe µ ohok ifCyosQ'kuA

4- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ ;kekus µ izSfUVl gkWy bfUM;kA

5- ,lsfU'k;y eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ uWV lsMsLVj] ihVj gkeUM] izSfUVl gkWy ifCy-

6- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ ekydkWe] fudksyl] ;w-lh- yUnuA

7- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkyZ ih- fleksu] ykWjsUl CyweA

8- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkmQfUly iQkWj bdksukWfed ,tqosQ'kuA

9- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl ,.M iQkbukUl µ ekfVZu ukeZuA



uksV

VED1

E\L-LOVELY-H\math12-1 IInd 21-10-11 IIIrd 24-1-12 IVth 21-4-12 Vth 20-8-12 VIth 10-9-12

����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� lekdyu % lekdyu osQ vk/kjHkwr fu;e

bdkbZµ�� % lekdyu % lekdyu osQ vk/kjHkwr fu;e
�������	�
����	�
��������������	�
���

vuqØef.kdk ����������

mís'; ��������	�
�

izLrkouk ������������

���� O;kid lekdy �������+�
�	�����,��@
�

���� ekud lekdy �"����������,��@�

���! �� dk � osQ lkis{k lekdyu] tgk¡ ��≠�2�������,������������(�@���	��������F+���
��≠�2��

���$ fdlh vpj vkSj ,d iQyu osQ xq.kuiQy dk lekdyu ����,����������+����@���@������
�������
��������� ������

���' iQyuksa osQ ;ksxiQy vFkok vUrj dk lekdyu ����,����������+��"������"�������
����+�� �����
�

���* lkjka'k �"�����#�

���7 'kCndks'k �%�#&���
�

���8 vH;kl&iz'u �(�	��&�)��
���
�

���9 lanHkZ iqLrosaQ � ���+���(����,
�

mís'; ��������	�
�

bl bdkbZ osQ vè;;u osQ i'pkr~ fo|kFkhZ ;ksX; gksaxsµ

• O;kid lekdy dks gy djus esaA

• ekud lekdy dks le>us gsrqA

• �� dk � osQ lkis{k lekdyu] tgk¡ ��≠�. ls lacaf/r leL;kvksa dks gy djus gsrqA

• fdlh vpj vkSj ,d iQyu osQ xq.kuiQy dk lekdyu fudkyus gsrqA

• iQyuksa ls ;ksxiQy vFkok varj dk lekdyu djus gsrqA

izLrkouk �������������

iQyu dk lekdyu ����,�����������+�� ������µfdlh iQyu dk vodyu Kkr djus dh izfrykse
��	��
�� lafØ;k dks lekdyu ����,������ dgrs gSaA vody xf.kr esa ge fn;s gq, iQyu dk vody



uksV

VED1

E\L-LOVELY-H\math12-1 IInd 6-8-11 IIIrd 24-1-12 IVth 21-4-12 Vth 20-8-12 VIth 10-9-12

��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

xq.kkad �����������@������������ Kkr djrs gSa] ijUrq lekdy&xf.kr esa gesa mu iQyuksa dks Kkr djuk gksrk
gS ftudk vody xq.kkad fn;k gqvk iQyu gSA

mnkgj.kkFkZ]�
��� dk � osQ lkis{k vodyu djus ij vody xq.kkad ��
�� gksrk gS rks iQyu ��
���dk � osQ
lkis{k lekdyu djus ij lekdy ����,��@��
��� gksxkA

eku yks  ����.�� dk dksbZ iQyu gS ftldk vody xq.kkad  �′���� gS] vFkkZr~

{ ( )}
d

f x
dx

�-  �′���

rks ge dgrs gSa fd  �′���� dk  ,d lekdy ����,��@�.� ���� gSA

izrhdksa dh lgk;rk ls bls fuEu izdkj fy[krs gSa%

( )f x dx′∫ �-  �����

fpÉ ¶ ∫ ¸ lekdyu dk izrhd gS ftls lekdyu fpÉ �
�,�������,������ dgrs gSaA ;g iQyu osQ

lekdyu dks fu:fir djrk gSA !� esa � ls ;g izdV gksrk gS fd lekdy ����,������ pj �	�����@��
� osQ lkis{k fd;k x;k gSA ;fn lekdyu fdlh vU; pj osQ lkis{k djuk gks] rks � osQ LFkku ij pj dks j[k
nsrs gSaA

laosQr ∫ vaxzsth v{kj �" dk foÑr :i gSA oLrqr% lekdyu ;ksx dh ,d fo'ks"k fof/ gS vkSj vaxzsth 'kCn


�� osQ izFke v{kj "  ls gh laosQr ∫ cuk gSA

uksV~l fdlh iQyu dk lekdyu ����,������� djus dh fof/ dks lekdyu djuk ����,��:

�����dgrs gSaA ftl iQyu dk lekdyu fd;k tkrk gS mls lekdY; ����,���� dgrss
gSa rFkk lekdyu }kjk  izkIr iQyu dks lekdy ����,��@� dgrs gSaA

( )f x dx′∫ �-  �����esa� �′����lekdY; vkSj� �����lekdy gSA

mi;qZDr foospu ls Li"V gS fd

cosx dx∫ �- 
���. � sin
d

x
dx

�-���
��

sin x dx∫ �- 2��
��. � ( cos )
d

x
dx

− �-�
���
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�����������
��� ���

bdkbZ���� lekdyu % lekdyu osQ vk/kjHkwr fu;e

xe dx∫ �- ��� � xd
e

dx
�-���

vkSj
1

dt
t∫ �- @�,�#. � (log )

d
t

dt
-�

1
t

vr% mijksDr iQyuksa esa ��
��.�
������� vkSj 
1
t
 lekdY; ����,���� gSa vkSj�
���] 2���
��.���  vkSj

@�,�# lekdy ����,��@
��gSaA

fdlh iQyu ij Øe'k% lekdyu rFkk vodyu nksuksa lafØ;k,¡ dh tk;sa rks iQyu ;Fkkor jgrk gSA

mnkgj.kkFkZ] cos sin cos
d d

x dx x x
dx dx

  = =  ∫

vFkkZr~] ( ) .
d d

f x dx f x f x
dx dx

 ′ ( ) = = ′( ) ∫

blls Li"V gksrk gS fd vodyu vkSj lekdyu izfrykse lafØ;k,¡ gSaA

12-1 O;kid lekdy �������$��
�	�����%��&
�

vodyu xf.kr ls] ge tkurs gSa fd ;fn  ���� dk vody xq.kkad �����������@�������������$��� gS]
rks  �����/�% dk vody xq.kkad Hkh $��� gh gksxk] tgk¡ % dksbZ LosPN vpj ���������#���
���� gSA

vFkkZr~ ;fn ( )
d

f x
dx

- $���

rks { ( ) }
d

f x c
dx

+ �- ( ) ( )
d d

f x c
dx dx

+ �-� ( ) 0 ( )
d

f x F x
dx

+ =

∴ ( )F x dx∫ �-�� �����/�%.

tgk¡ %�,d LosPN vpj gS ftlosQ vla[; eku gks ldrs gSaA

vr% fdlh iQyu dk lekdy vf}rh; ���B��� ugha gksrk] pw¡fd % dks fHkUu&fHkUu eku nsus ij $��� osQ
vusd lekdy ����,��@
� izkIr gksrs gSa] vr% ;fn  ����] $��� dk dksbZ lekdy �����,�@� gks] rks
 �����/�% mldk O;kid lekdy �������+�
�	�����,��@� gksxkA

D;k vki tkurs gSa LosPN vpj % dks lekdyu vpj (��
����������,�����) dgrs gSaA
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12-2  ekud lekdy �������������%��&�

ekud iQyuksa osQ vody xq.kkad osQ vk/kj ij ge oqQN eq[; iQyuksa osQ lekdyksa dks Kkr djsaxs] tks fuEu gSa%

lekdyu vodyu

1-
1

, ( 1)
1

n
n x

x dx c n
n

+
= + ≠ −

+∫ � 11
. ( )

1
n nd

x x
n dx

+ =
+

2- 1
log| |dx x c

x
= +∫ �

1
(log| |)

d
x

dx x
=

3- x xe e c= +∫ � ( )x xd
e e

dx
=

4-
log

x
x

e

a
a dx c

a
= +∫ �

log

x
x

e

d a
a

dx a

 
=   

5- sin cosx dx x c= − +∫ � ( cos ) sin
d

x x
dx

− =

6- cos sinx dx x c= +∫ � (sin ) cos
d

x x
dx

=

7- 2sec tanx dx x c= +∫ � 2(tan ) sec
d

x x
dx

=

8- 2cosec cotx dx x c= − +∫ � 2( cot ) cosec
d

x x
dx

− =

9- sec tan secx x dx x c= +∫ � (sec ) sec tan
d

x x x
dx

=

10- cosec cot cosecx x dx x c= − +∫ � ( cosec ) cosec cot
d

x x x
dx

− =

11- 1

2

1
sin

1
dx x c

x

−= +
−∫ � 1

2

1
(sin )

1

d
x

dx x

− =
−

12- 1
2

1
tan

1
dx x c

x
−= +

+∫ � 1
2

1
(tan )

1

d
x

dx x
− =

+

13- 1

2

1
sec

1
dx x c

x x

−= +
−∫ � 1

2

1
(sec )

1

d
x

dx x x

− =
−

-
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12-3 �� dk � osQ lkis{k lekdyu] tgk¡ ����'(
����%�������������"�&���	���������)$��������'(�

� 1nd
x

dx
+ �- ���/�����

;k
1

1

nd x
dx n

+

+
�- ��

∴ nx dx∫ �-
1

1

nx
c

n

+
+

+
.�tgk¡���≠�2��

mnkgj.k 1-	 1dx dx=∫ ∫ �-�
0 1

0

0 1
x

x dx c x c
+

= + = +
+∫ �

mnkgj.k 2-	
5 1 6

5

5 1 6
x x

x dx c c
+

= + = +
+∫ �

mnkgj.k 3-	
10 1

10

10 1
x

x dx c
− +

− = +
− +∫ �-�

9
91

9 9
x

c x c
−

−+ = − +
−

�

mnkgj.k 4-	 1/ 2x dx x dx=∫ ∫ �-�
1 / 2 1

3 / 22
1 31
2

x
c x c

+
+ = +

+
�

mnkgj.k 5-	
2 /3 1

2 / 3

2 1
3

x
x dx c

+
= +

+
∫ �-� 5 / 33

5
x c+ �

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

fjDr LFkkuksa dh iwfrZ djsa � �@@����+���@�E
�µ

1- fdlh iQyu dk vodyu Kkr djus dh izfrykse lafØ;k dks --------- dgrs gSaA

2- ftl iQyu dk lekdyu fd;k tkrk gS mls --------- dgrs gSaA

3- xa dx∫  -�����������/�%

4- ......... dx∫  ����������-�2���
���/�%

5- 1nd
x

dx
+  -���������������
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iz'ukoyh 12-1

vfry?kq mÙkjh; iz'u

fuEufyf[kr lekdyksa ����������� dk eku Kkr dhft,µ

1- �&�� x dx∫ �'� 4x dx∫
�%�� ax dx∫ �!� 3t dt∫

2- �&�� 7x dx−∫ �'� 1 / 2x dx−∫
�%�� 3 / 2x dx−∫ �!� 1/ 3z dz−∫

3- �&�� 2

dx

x∫ �'�
dt
t∫

�%��
dx

x∫ �!�
dx

x x∫
4- �&�� 2x dx∫ �'� 3x dx∫

�%�� xb dx∫ �!� x ab dx+∫
5- �&��

21

dt

t−∫ �'�
2 1

dz

z z −∫

�%�� 21

dy

y+∫ �!� xe dx∫
6- �&�� 2sec t dt∫ �'� 2cosec z dz∫

�%�� 21 cos x dx−∫ �!� 2(1 cot )x dx+∫
7- �&��

cosec
dx

x∫ �'�
cos cot

dx
x x∫

�%��
5 x

dx
−∫ �!�

sec
dx

x∫ -

8- fl¼ dhft, ,dx x=∫  tcfd ��-�3�

mÙkj

�� �&�
2

2
x

c+ �'�
5

5
x

c+ �%�
1

1

ax
c

a

+
+

+ �!�
4

4
t

c+

�� �&� 6

1

6
c

x
− + �'� ������/�% �%� �������/�% �!� 2 / 33

2
z c+
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!� �&�
1

x
−
�/�% �'� @�,���/���/�% �%�

1
22x c+ �!� ������/�%

$� �&� 2

2

log

x

c
e

+ �'� 3

3

log

x

c
e

+ �%� log

x

b

b
c

e
+ �!� log

x a

b

b
c

e

+
+

'� �&� 
����#�/�% �'� 
�����(�/���% �%� �������/�% �!� ���)�%

*� �&� ���#�/�% �'� 2�����(�/�% �%� 2���
���/�% �!� 2�������/�%

7� �&� 2���
���/�% �'� 
�����/�% �%�
5

log 5

x

e
c+ �!� 
����/�%

12-4 fdlh vpj vkSj ,d iQyu osQ xq.kuiQy dk lekdyu ����%�����������$�
��&���&����������������
��������������������

;fn ( )f x dx′∫ �-  �����rks� ( )
d

f x f x
dx

= ′( )

� { . ( )}
d

a f x
dx

�- ( )
d

a f x
dx

- & ′ ���

� ( )af x dx′∫ �- . ( ) ( )a f x a f x dx= ′∫
( )af x dx′∫ �- ( )a f x dx′∫

vFkkZr~ fdlh vpj vkSj iQyu osQ xq.kuiQy dk lekdy ml vpj vkSj iQyu osQ lekdy osQ xq.kuiQy osQ
cjkcj gksrk gSA

gy lfgr mnkgj.k

mnkgj.k 1- iQyu 15�� dk � osQ lkis{k lekdyu dhft,A

gy % 415x dx∫ �- 415 x dx∫
- 515

5
x c+ �-�!���/�%� mÙkj

mnkgj.k 2- ∫ 7
dx
x

 dk eku Kkr dhft,A

gy% 7
dx
x∫ �- 7 7log| |

dx
x c

x
= +∫ � mÙkj

mnkgj.k 3- ∫ 6 sin x dx  dk eku Kkr dhft,A
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gy% 6 sin x dx∫ 	
 6 sin x dx∫
- *��2���
����/�%�-�2*���
���/�%� mÙkj

mnkgj.k 4- ∫ 3 xe dx  dk eku Kkr dhft,A

gy% 3 xe dx∫ 	
 3 3x xe dx e c= +∫ � mÙkj

mnkgj.k 5- iQyu ������ dk � osQ lkis{k lekdyu dhft,A

gy% x ae dx+∫ 	
 .x ae e dx∫
- .a x a xe e dx e e c= +∫
- �������)�%� mÙkj

VkLd iQyu �3�	 dk � osQ lkis{k lekdyu dhft,A (mÙkj% $���/�%)

12-5 iQyuksa osQ ;ksxiQy vFkok vUrj dk lekdyu
����%�����������$�����������������������$����������
�

;fn 1 ( )f x dx′∫ �-  �����rks� 1( )
d

f x
dx

�-� �′ ���

rFkk 2 ( )f x dx′∫ �-  ������rks� 2( )
d

f x
dx

�-� �′ ���

iQyuksa osQ ;ksx ;k vUrj osQ vodyu lw=k ls

1 2{ ( ) ( )}
d

f x f x
dx

± �- 1 2( ) ( )
d d

f x f x
dx dx

±

- 1 2( ) ( )f x f x′ ± ′

∴ 1 2{ ( ) ( )}f x f x dx′ ± ′∫ �-  �����G� �����-� 1 2( ) ( )f x dx f x dx′ ± ′∫ ∫

vr% 1 2{ ( ) ( )}f x f x dx′ ± ′∫ �- 1 2( ) ( )f x dx f x dx′ ± ′∫ ∫
;g lafØ;k blh izdkj nks ls vf/d iQyuksa osQ fy, lR; gSA

D;k vki tkurs gSa fdUgha iQyuksa osQ ;ksxiQy vFkok vUrj dk lekdy Øe'k% mu iQyuksa osQ lekdy
osQ ;ksxiQy vFkok vUrj osQ cjkcj gksrk gSA
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vr% 1 2 3[ ( ) ( ) ( ) ....]f x f x f x dx′ ± ′ ± ′ ±∫
- 1 2( ) ( )f x dx f x dx′ ± ′∫ ∫ 3 ( ) .....f x dx± ′ ±∫

gy lfgr mnkgj.k

mnkgj.k 1- iQyu −6 1
1xx + e +

x
 dk � osQ lkis{k lekdyu dhft,A

gy %	 6 1
1xx e dx

x
 + − +  ∫ 	
	 6 1 xx dx dx e dx dx

x
+ − +∫ ∫ ∫ ∫

- 71
log| |

7
xx x e x c+ − + + � mÙkj

mnkgj.k 2- ∫ 2 2

1
sin cos

dx
x x

 dk eku Kkr dhft,A

gy % 
2 2

1

sin cos
dx

x x∫  
 
2 2

2 2

sin cos

sin . cos

x x
dx

x x

+∫

-
2 2

2 2 2 2

sin cos

sin cos sin cos

x x
dx dx

x x x x
+∫ ∫

- 2 2sec cosecx dx x dx+∫ ∫
- �����
�������/�%� mÙkj

mnkgj.k 3-  −  ∫ 1
3 sec tan

5
xe + x x dx

x
 dk eku Kkr dhft,A

gy %� 1
3 sec tan

5
xe x x dx

x
 − +  ∫

-
1 1

3 sec tan
5

xe dx dx x x dx
x

− +∫ ∫ ∫
-

1
3 log| | sec .

5
xe x x c− + + mÙkj

mnkgj.k 4- ( )∫ 2ax bx c dx� �  dk eku Kkr dhft,A

gy %

2( )ax bx c dx+ +∫ �- 2 1a x dx b x dx c dx+ +∫ ∫ ∫
- 3 21 1

3 2
a x b x cx d   + + +      
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 3 21 1
3 2

ax bx cx d+ + + .

tgk¡ ! lekdyu fLFkjkaoQ gSA mÙkj

mnkgj.k 5-  −  ∫
21

x dx
x

 dk eku Kkr dhft,A

gy %
21

x dx
x

 −  ∫  -� 2
2

1
2x dx

x
 − +  ∫

- 2 22 1x dx dx x dx−− +∫ ∫ ∫

-
3 1 3 1

2 2 .
3 1 3
x x x

x c x c
x

− 
− + + = − − +  − 

mÙkj

mnkgj.k 6- ( )−∫ 35 4x dx  dk eku Kkr dhft,A

gy % 3(5 4)x dx−∫ 	- 3 2(125 300 240 64)x x x dx− + −∫
- 3 2125 300 240 64 1x dx x dx x dx dx− + −∫ ∫ ∫ ∫
- 4 3 21 1 1

125 300 240 64
4 3 2

x x x x c     − + +          

- 4 3 2125
100 120 64

4
x x x x c− + − + � mÙkj

mnkgj.k 7- iQyu 2sin
2
x
 dk � osQ lkis{k lekdyu dhft,A

gy % 2sin
2
x

dx∫ 	
 1 cos 1 1
cos

2 2 2
x

dx dx x dx
− = −∫ ∫ ∫

-
1 1 1

sin ( sin )
2 2 2

x x c x x c− + = − + � mÙkj

mnkgj.k 8% −∫ 4 4(cos sin )x x dx  dk eku Kkr dhft,A

gy %

4 4(cos sin )x x dx−∫ 	
 2 2(cos sin )x x+∫ ���
����2�
������!�

- 1 . cos 2x dx∫
- cos 2x∫
-

sin 2
.

2
x

c+ mÙkj
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mnkgj.k 9- ∫
4

2 1
x

dx
x +

 dk eku Kkr dhft,A

gy %
4

2 1

x
dx

x +∫ 	
 2
2

1
1

1
x dx

x

 
− +  + 

∫

-
3

1tan
3
x

x x c−− + + � mÙkj

mnkgj.k 10- ∫ 2tan x dx  dk eku Kkr dhft,A

gy % 2tan x dx∫ �- 2(sec 1)x dx−∫
- �����2���/�%� mÙkj

mnkgj.k 11- 
 
  ∫ 5 7 xx +

+ e dx
x  dk eku Kkr dhft,A

gy %

5 7 xx
e dx

x
+ +  ∫ 	
 7

5 xe dx
x

 + +  ∫
- '��/�7�@�,�H�H�/����)�%� mÙkj

mnkgj.k 12- 
 
   

∫
4 2

4

ax + bx + c
dx

x
 dk eku Kkr dhft,A

gy %
4 2

4

ax bx c
dx

x

 + +
   

∫ 	

2 4

b c
a dx

x x
 + +  ∫

- 2 4( )a bx cx dx− −+ +∫
- 2 4a dx b x dx c x dx− −+ +∫ ∫ ∫
-

1 3

3
. .

1 3 3

x x b c
ax b c d ax d

x x

− −
+ + + = − − +

− −
tgk¡ ! lekdyu fLFkjkad gSA mÙkj

mnkgj.k 13- ∫
2

2 1
x

dx
x +

 dk eku Kkr dhft,A

gy %
2

2 1

x
dx

x +∫ �-
2

2

( 1) 1

1

x
dx

x

+ −
+∫

-
2

2 2

1 1

1 1

x
dx dx

x x

+ −
+ +∫ ∫

- 2 1

dx
dx

x
−

+∫ ∫
- ��2��������/�%� mÙkj
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mnkgj.k 14- ∫ 1
1 cos

dx
+ x

 dk eku Kkr dhft,A

gy % 1
1 cos

dx
x+∫ 	


2

1 cos
,

1 cos

x
dx

x

−
−∫ �va'k vkSj gj dks 1 2���
�� ls xq.kk djus ij

-
2 2 2

1 cos 1 cos

sin sin sin

x x
dx dx

x x x

−  = −  ∫ ∫
- 2(cosec cot . cosec )x x x dx−∫
- cot cosecx x c− + + � mÙkj

mnkgj.k 15- iQyu 
−

sec tan
sec tan

x + x
x x

 dk � osQ lkis{k lekdy Kkr dhft;sA

gy % sec tan
sec tan

x x
dx

x x
+
−∫ �-

(sec tan ) (sec tan )
(sec tan ) (sec tan )

x x x x
dx

x x x x
+ +
− +∫

-
2

2 2

(sec tan )

sec tan

x x
dx

x x

+
−∫

- 2 2(sec tan 2sec tan )x x x x dx+ +∫
- 2(2sec 1 2sec tan )x x x dx− +∫
- 22sec 2sec tanx dx dx x x dx− +∫ ∫ ∫
- 22 sec 2 sec tanx dx dx x x dx− +∫ ∫ ∫
- �������2���/���
�����/�%� mÙkj

mnkgj.k 16- iQyu 
−2( + 2) (4 5)x x

x
 dk � osQ lkis{k lekdyu dhft;sA

gy %

2( 2) (4 5)x x
dx

x
+ −∫ �-

3 2(4 8 5 10)x x x
dx

x
+ − −∫

- 2 1
4 8 5 10x dx x dx dx dx

x
+ − −∫ ∫ ∫ ∫

- 3 24 8
5 10 log| |

3 2
x x x x c+ − − +

- 3 24
4 5 10 log| |

3
x x x x c+ − − + � mÙkj
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iz'ukoyh 12-2

fuEufyf[kr dk eku Kkr dhft,µ

1- ( 2 sin 3cos )xe x x dx+ −∫ � 2- 2( cos sec tan )x x x x dx− +∫ -

3- 6 3(7 8 5)x x dx− +∫ - 4- ( 2) (2 6)x x dx+ +∫ -

5-
3

2

ax bx c
dx

x

+ +∫ - 6-
3(1 )x

dx
x

+∫ -

7- 1
x dx

x

 
− 

 ∫ - 8-
23 4 5x x

dx
x

 + +
   

∫ -

9-
x

dx
a x+∫ - 10-

2 3

1 ...
2! 3!
x x

x dx
 

+ + + +   
∫ -

11- 2(1 )x xdx−∫ - 12-
log xe

dx
x∫ -

13-
5

cos xx e dx
x

 − +  ∫ - 14-
4

2

1

1

x
dx

x

+
+∫ -

mÙkj

�� ���2����
���2�!�
����/�% ��
3

sin sec
3
x

x x c− + +

!� �
�2��	�/'��/�% $�
3 22

5 12
3

x x x c+ + +

'�
2

1log | |
2 e

a c
x b x c

x
−+ + *�

3/ 2
7/ 2 3 /22 6

2
7 5

x
x x+ + /�2 x �/�%

7� 1 / 2 3 / 22 2 / 3x x c− + 8� 53 4
2 5

5 3
x x x c + + +  

9� ��&�@�,��H�&�/���H�/�% �3�
2 3

....
x x

x + + +
∠2 ∠3

��� 3/ 2 7 / 22 2
3 7

x x c− + ��� ��/�%

�!� 
����2�'�@�,�H��H�)����/�% �$�
2

cosec sec
3

x x c− + + �
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��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

fuEufyf[kr dFkuksa esa lR; vFkok vlR; dh igpku djsa �"�����&+��+����+����@@�&�,�
�������

����A������� �@
��

6- fdUgha iQyuksa osQ ;ksXkiQy vFkok varj dk lekdy Øe'k% mu iQyuksa osQ lekdy osQ ;ksxiQy vFkok
varj osQ cjkcj gksrk gSA

7- fdlh vpj vkSj iQyu osQ xq.kuiQy dk lekdy ml vpj vkSj iQyu osQ lekdy osQ ;ksxiQy osQ
cjkcj gksrk gSA

8- ( )af x dx′∫  -� ( )a f x dx′∫

9- 1 2 1 2{ ( ) ( )} ( ) ( )
d d d

f x f x f x f x
dx dx dx

± = ±

12-6 lkjka'k ���������

• fdlh iQyu dk vodyu Kkr djus dh izfrykse ��	��
�� lafØ;k dks lekdyu ����,������
dgrs gSaA vody xf.kr esa ge fn;s gq, iQyu dk vody xq.kkad �����������@������������ Kkr
djrs gSa] ijUrq lekdy&xf.kr esa gesa mu iQyuksa dks Kkr djuk gksrk gS ftudk vody xq.kkad fn;k
gqvk iQyu gSA

• fpÉ ¶ ∫ ¸ lekdyu dk izrhd gS ftls lekdyu fpÉ �
�,�������,������ dgrs gSaA ;g

iQyu osQ lekdyu dks fu:fir djrk gSA !� esa � ls ;g izdV gksrk gS fd lekdy ����,������
pj �	�����@�� � osQ lkis{k fd;k x;k gSA

• fdlh iQyu ij Øe'k% lekdyu rFkk vodyu nksuksa lafØ;k,¡ dh tk;sa rks iQyu ;Fkkor~ jgrk gSA

• fdlh iQyu dk lekdy vf}rh; ���B��� ugha gksrk] pw¡fd % dks fHkUu&fHkUu eku nsus ij $��� osQ
vusd lekdy ����,��@
� izkIr gksrs gSa] vr% ;fn  ����] $��� dk dksbZ lekdy �����,�@� gks]
rks  �����/�% mldk O;kid lekdy �������+�
�	�����,��@� gksxkA

12-7 'kCndks'k � ��!���
�

• izfrykse ��	��
��% mYVkA

• izrhd �"#���@� fpÉA

12-8 vH;kl&iz'u �"�	��!�#��
����
�

1- 5x dx∫  dk � osQ lkis{k lekdyu Kkr djsa] tgk¡ ��≠�2�� (mÙkj % 
6

6
x

c+ )]

2- lekdyu xe dx∫  dk eku Kkr djsaA (mÙkj % ���/�%)
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� lekdyu % lekdyu osQ vk/kjHkwr fu;e

3- 6 sin x dx∫  dk eku Kkr dhft,A (mÙkj % 2*���
���)�%)

4-
1

x dx
x

−∫  dk eku fudkysaA (mÙkj % 
3 1

2
3
x

x c
x

− − + )

5- 2tan x dx∫  dk eku ifjdfyr dhft,A (mÙkj % �����2���/�%)

mÙkj % Lo&ewY;kadu ��
����������������	�
��

�� lekdyu �� lekdY; !� log

x

e

a
a $� 
�� ������/���

*� lR; 7� vlR; 8� lR; 9� lR;A

12-9 lanHkZ iqLrosaQ �����$���"�����%
�

iqLrdsa 1- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ fleksu vkSj Cywe µ ohok ifCyosQ'kuA

2- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ ;kekus µ izSfUVl gkWy bfUM;kA

3- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ esgrk vkSj enukuh µ lqYrku pUn ,.M lUlA

4- ,lsfU'k;y eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ uWV lsMsLVj] ihVj gkeUM] izSfUVl gkWy ifCy-

5- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ ekydkWe] fudksyl] ;w-lh- yUnuA

6- xf.krh; vFkZ'kkL=k µ ekbdy gSjhlu] iSfVªd okYMjuA

7- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkyZ ih- fleksu] ykWjsUl CyweA

8- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl ,.M iQkbukUl µ ekfVZu ukeZuA

9- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkmQfUly iQkWj bdksukWfed ,tqosQ'kuA
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��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

bdkbZµ�� % lekdyu dh fof/;k¡

��������	�
	�����������

vuqØef.kdk ����������

mís'; ��������	�
�

izLrkouk ������������

�!�� izfrLFkkiu �"��
��������

�!�� izfrLFkkiu ls izkIr oqQN ifj.kke �"����(�
�@�
�,��������"��
��������

�!�! ���osQ iQyu dk lekdyu ����,����������� ������

�!�$ lekdY; ����,����

�!�' ,slh fHkUu dk lekdy ftldk va'k ����������.�gj�������������dk vody&xq.kkad
gks ����,����������+�� �������&+�
������������
����,��@��������������
�+������������

�!�* izfrLFkkiu }kjk oqQN ekud iQyuksa osQ lekdy ����,���������"����"������
 �������#�"��
��������

�!�7 lkjka'k �"�����#�

�!�8 'kCndks'k �%�#&���
�

�!�9 vH;kl&iz'u �(�	��&�)��
���
�

�!��3 lanHkZ iqLrosaQ � ���+���(����,
�

mís'; ��������	�
�

bl bdkbZ osQ vè;;u osQ i'pkr~ fo|kFkhZ ;ksX; gksaxsµ

• izfrLFkkiu dks le>us gsrqA

• izfrLFkkiu ls izkIr oqQN ifj.kkeksa dks tkuus gsrqA

• �� osQ iQyu dk lekdyu fudkyus gsrqA

• lekdYi ls voxr gksaxsA

• izfrLFkkiu }kjk oqQN ekud iQyuksa osQ lekdy fudkyus esaA
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� lekdyu dh fof/;k¡

izLrkouk �������������

fdlh iQyu dk lekdyu Kkr djus dh fuEufyf[kr nks eq[; fof/;k¡ gSaµ

1- izfrLFkkiu }kjk lekdyu ����,�������#�"��
��������

2- [k.M'k% lekdyu ����,�������#�����
�

13-1 izfrLFkkiu ����
���������

bl lafØ;k esa fn;s gq, lekdY; ����,�����dks ekud lw=kksa �"������������@���esa ifjofrZr djosQ
lekdy fd;k tkrk gSA blosQ fy, lekdY; dh pj jkf'k osQ fdlh iQyu dks vU; pj jkf'k osQ cjkcj j[krs
gSa vkSj lekdY; esa izfrLFkkfir dj lekdY; dks ubZ pj jkf'k osQ iQyu osQ :i esa bl izdkj ifjofrZr dj
ysrs gSa fd lw=kksa dk iz;ksx ljyrk ls fd;k tk losQA

13-2 izfrLFkkiu ls izkIr oqQN ifj.kke ������"�
�&�
�*������������
���������

���	iQyu ���	���	���	dk �	osQ lkis{k lekdyu Kkr dhft,A

gy % eku yhft, &��/�'�- #

d
dx

��&��/�'��- !# ∴ &�!��-�!#

;k !��-
1
a
�!#

∴ +∫ sin ( )ax b dx �- =∫ ∫
1 1

(sin ) sint dt t dt
a a

- 2�
1
a
���
�#�/�%�-�2�

1
a
���
��&��/�'��/�%

uksV~l +∫ sin ( )ax b dx - 2�
1
a
���
��&��/�'��/�%

mi;qZDr mnkgj.k ls fuEufyf[kr iQyuksa osQ � osQ lkis{k lekdyu Kkr dj ldrs gSaµ

∫ cos ax dx �-
sin ax

a
�/�%

∫ sin ax dx �* 
�
cos ax

a
�/�%

∫ 2sec ax dx �*
tan ax

a
�/�%

+∫ ( )nax b dx �-
++

+

1( )
( 1)

nax b
a n

�/�%
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+∫
dx

ax b
�-

1
a
�@�,�H&��/�'H�/�%

∫ axe dx �-
1
a
�����/�%

+∫ cos ( )ax b dx �-
1
a
�
���&��/�'��/�%

+ +∫ sec ( ) tan ( )ax b ax b dx �-�
1
a
�
����&��/�'��/�%

cosec ( ) tan ( )ax b ax b+ +∫ �-�2�
1
a
���
����&��/�'��/�%

� +∫ ( )f ax b dx �-�
1
a

 �&��/�'��/�%

����	iQyu 2 2

1
+a x

 dk �	osQ lkis{k lekdyu dhft,A

gy % eku yhft, ��- �&# ∴ !��-�&�!#

+∫ 2 2

1
dx

a x
�-

+∫ 2 2 2

1
. a dt

a a t

-
1
a
�

+∫ 2

1

1
dt

t
�-�

1
a
������#�/�%

-
1
a
������

 
  

x
a

�/�%

vr% +∫ 2 2

1
dx

a x �-
1
a
������

 
  

x
a

�/�%

blh izdkj

−
∫ 2 2

1
dx

a x
�- 
����

x
a
�/�%

−
∫ 2 2

1
dx

x x a
�-

1
a
�
�����

x
a
�/�%

mi;qZDr ifj.kkeksa dks lekdyu esa fcuk fdlh izfrLFkkiu osQ iz;qDr dj ldrs gSaA
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� lekdyu dh fof/;k¡

gy lfgr mnkgj.k

vfr y?kq mÙkjh; iz'u

mnkgj.k 1- −∫ 3( 1 5 + 9 )xx e ����

gy % − +∫ 3( 1 5 9 )xx e �!��-� − +∫ ∫1 / 2 3(1 5 ) 9 xx dx e dx

-
− − +  

3 / 2 31 (1 5 )
9

5 3/ 2 3

xx e
�/�%

-
−2
15

����2�'������/�!����/�%� mÙkj

mnkgj.k 2- eku Kkr dhft,µ

∫sin ��	���	��	���

gy % ∫ sin 4 cos 6x x dx �-
1
2
� ∫ (2 sin 4 cos 6 )x x �!�

-
1
2
� −∫ sin 10 sin 2 )x x �!�

-
1
2
� −∫

1
sin 10

2
x dx � ∫ sin 2x dx

- 2�
1
2
�
cos 10

10
x
�/�

1 cos 2
2 2

x
�/�%

- 2�
1
20

���
��3��/�
1
4
���
����/�%� mÙkj

mnkgj.k 3- ∫ 3sin d dk eku Kkr dhft,A

gy % θ θ∫ 3sin d �-
1
4
� θ − θ θ∫ (3 sin sin 3 ) d

-
3
4
� θ θ −∫

1
sin

4
d � θ θ∫ sin 3 d

-
3
4
��2���
�θ��2� 1

4
�  −  

1
3

���
�!θ�/�%

- 2�
3
4
���
�θ�/�

1
12

���
�!θ�/�%� mÙkj

mnkgj.k 4- −∫ 1 sin x 	��	dk eku Kkr dhft,A

gy % ;gk¡ −1 sin x �- + −2 21 1 1 1
sin cos 2 sin cos

2 2 2 2
x x x x
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��� ����������	�

�����������
���
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-
 −  

21 1
sin cos

2 2
x x �-�G�

 −  
1 1

sin cos
2 2

x x

∴ −∫ 1 sin x �!��- G�
1 1

sin cos
2 2

x x −  ∫ �!�

- G�
 − −  

1 1
2 cos 2 sin

2 2
x x �/�%

- �G���
 +  

1 1
cos sin

2 2
x x �/�%� mÙkj

mnkgj.k 5- 
 

− − 
 

∫ 2 25
7 + + sec 3 2 1 5

2 + 7
xe x x

x
 �� dk eku Kkr dhft,A

gy % 2 25
7 sec 3 2 1 5

2 7
xe x x

x
 

− − 
 

∫ + +
+

�!�

- 7� + + − −
+∫ ∫ ∫ ∫2 2 1 / 21

5 sec 3 2 (1 5 )
2 7

xe dx dx x dx x
x �!�

-
7
2
�����/�

5
2
�@�,�����/�7��/�

1
3
����!��2���

−
 −   

3 / 2(1 5 )
3( 5)
2

x
�/�%

-
7
2
�����/�

5
2
�@�,�����/�7��/�

1
3
����!��/�

4
15

����2�'������/�%� mÙkj

iz'ukoyh ����

fuEufyf[kr iQyuksa dk � osQ lkis{k lekdyu Kkr dhft,&

�� �&�����/���� �'� �7��2����

�%���&��/�'�	 �!� �!�/�$���

�� �&�� −4 5x �'� 4 3x +

�%�� +ax b �!� + 5
2

3
x

�� �&��
+ 2

1

(5 4)x
�'�

+ 4

1

( )a bx
�%��

 +  

3

1

2
c

bx

�� �&��
+

1
3 1x

�'�
−
1

a bx
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� lekdyu dh fof/;k¡

�� �&��
− 2

1

25 x
�'�

− − 2

1

1 (3 2)x

�� �&��
+ − 2

1

5 (2 3 )x
�'�

+ 2

1

1 9x

 � �&��
��!� �'� ��
��$��/�'�

�� + 1
1 sin

2
x !� �&��������	 �'� ����

��� ��
�
 −  

2
2

5
x �/�&��������

mÙkj

�� �&�� 41
( 2)

4
x c+ + �'� 41

(7 2)
28

x c− + �%� 51
( )

5
ax b c

a
+ +

�!�� 61
(3 4 )

24
x c+ +

�� �&��2� 3 / 22
(4 5 )

15
x c− + �'� 3/ 21

(4 3)
6

x c+ + �%� 3/ 22
( )

3
ax b c

a
+ +

�!��
3/ 2

1 5
2

3 3
x c + +  

�� �&��2�
1

5(5 4)
c

x
+

+
�'� 3

1
3 ( )

c
b a bx

− +
+ �%� 2

1
2 ( / 2 )

c
b c bx

− +
+

�� �&��
1

log 3 1
3

x c+ + �'�
1

log|9 |bx c
b

− − +

�� �&�� 1sin
5
x

c− + �'� 11
sin (3 2)

3
x c− − +

��
11 (2 3 )

tan
3 5 5

x
c− −− + �'� 11

tan 3
3

x c− +

 �
1

cos 3
3

x c− + �'�
1

sin (4 5)
4

x c+ +

��
1 1

(sin cos )
4 4

x x c− + !� �&��
3 41

3
xe c+ + �'� / 22 xe c+

���
3 25 2 1

sin 2
2 5 3 log

x

e

a
x c

a

+ − + +  
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�����������
���
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13-3 �� osQ iQyu dk lekdyu ����%����������������������

;fn ���osQ iQyu esa �������dk xq.kuiQy fn;k jgrk gS rks ml iQyu dk lekdyu ���-�#�ekudj fd;k tk
ldrk gSA

ge tkurs gSa fd

{ ( )} ( )f x x dxφ φ′∫ �- ∫ ( ) ,f t dt �tgk¡ φ����-�#

vc ;fn bl lw=k esa

φ����- ��

∴ φ′�����-���������j[ksa rks ��ls Hkkx nsus ij

1( )n nf x x dx−∫ �-
1

( )f t dt
n ∫

D;k vki tkurs gSa ;fn lekdY; dk :i 1( )n nf x x dx−∫  gS] rks ���-�#�eku j[kus ls lekdyu
ljy gks tkrk gSA

gy lfgr mnkgj.k

mnkgj.k 1% iQyu	����	�	���	�	dk �	osQ lkis{k lekdy Kkr dhft,A

gy % 2cos sinx x dx∫  ekuk ��
���-�#


����!��- 2�!#�-� 2t dt−∫

- 2�
3

3
t
�/�%�-�2�

3cos
3

x
�/�%� mÙkj

mnkgj.k 2- 
−∫
8

3 1/3(1 )
x dx

x
 dk eku Kkr dhft,A

gy % ekuk ��2 ���-�#

∴ 2 !���!��-�!#

���!��- 2�
3
dt

8

3 1 /3(1 )

x dx

x−∫ �-
3 2 2

3 1 / 3

( )

(1 )

x x dx

x−∫

- 2�
1
3
�

2

1 / 3

(1 )t dt

t

−
∫

- 2�
1
3

2

1 / 3

( 2 1)t t dt

t

− +
∫
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� lekdyu dh fof/;k¡

- 2� 5 /3 2 /3 1 / 31
( 2 )

3
t t t−− +∫ �!#

- 2� 1
3
�

8 /3 5 / 3 2 / 32
8 5 2
3 3 3

t t t
 
 

− + 
 
  

�/�%

- 2� 3 8/ 3 3 5 / 3 2 / 31 3 6 3
(1 ) (1 ) (1 )

3 8 5 2
x x x 2 − − − + −  

�/�%

- 2�
1
8
����2��������/�

2
5
����2��������2� 1

2
����2��������/�%�

mÙkj

mnkgj.k 3- ∫
dx

x x�

 dk eku Kkr dhft,A

gy % ekuk x  /���- #

∴
1

2 x
�!��- !#

∴
dx

x
�- ��!#

dx

x x+∫ �-
( 1)

dx

x x +∫

-
2 dt

t∫ �-���@�,�#�/�%

- ��@�,�H� x �/���H�/�%� mÙkj

mnkgj.k 4- 
π 

  ∫sin 2 +
2

x  ���dk eku Kkr dhft,

gy % sin 2
2

x
π +  ∫ �!��- cos 2x dx∫

-
sin 2

2
x
�/�%� mÙkj

mnkgj.k 5- 
−

∫ 2

sin

9 cos

x

x
	���dk eku Kkr dhft,A

gy % ekuk ��
���- #

∴ 2�
����!��- !#

∴ 
����!��- 2�!#
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2

sin

9

x dx

x−
∫ �-

29

dt

t

−

−
∫

-
2 23

dt

t

−

−
∫ .�lw=k 

2 2

dx

a x

−

−
∫ �-�
�����

x
a

 
  

�/�%

- 2�
�����
3
t
�/�%

- 2�
�����
cos

3
x 

  
�/�%� mÙkj

mnkgj.k 6- eku Kkr dhft,µ

∫
log x

x
���

gy %
log x

x∫ !�

ekuk @�,���- #

1
x
�!��- !# ���osQ lkis{k vodyu ls�

- t dt∫ �-�
2

2
t
�/�%�-�

1
2
��@�,�����/�%� mÙkj

mnkgj.k 7- ∫
7

161 +
x

x
 dk eku Kkr dhft,A

gy % eku yhft, ���-�#�rks 8�
�!��-�!#

7

161

x
dx

x+∫ �-
7

8 21 ( )

x
dx

x+∫ �-� 2

1 1
8 1

dt
t+∫

lw=k 21

dx

x+∫  - �������/�%�osQ iz;ksx ls

-
1
8
�������#�/�%�-�

1
8
���������/�%� mÙkj

mnkgj.k 8- ∫ 3 2 2sin cosx x x dx  dk eku Kkr dhft,A

gy % eku yhft, 
�����- # ⇒ ���
��������!��-�!#

;k ����
����!��-
1
2
�!#

3 2 2sin cosx x x dx∫ �- 2 3 2 1
(sin ) . cos

2
x x x dx =∫ � 3t dt∫



uksV

VED1

E\L-LOVELY-H\math13-1 IInd 21-10-11 IIIrd 24-1-12 IVth 21-4-12 Vth 20-8-12

����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� lekdyu dh fof/;k¡

-
41

2 4
t
�/�%�-�

1
8
��
�����	�/�%�-�

1
8
�
�	����/�%� mÙkj

mnkgj.k 9- −∫
2

31 2
ax

x 	���dk eku Kkr dhft,A

gy %�
2

31 2

ax

x−∫ �!� ekuk ��2�����-�#

2*���!��-�!#

���!��- 2�
1
6
�!#�-�&�

1
6

dt

t

−
∫

- 2�
6
a
�@�,�#�/�%�-�2�

6
a
�@�,����2������/�%� mÙkj

mnkgj.k 10- ∫
2(1 + log )x

x
	���dk eku Kkr dhft,A

gy % eku yhft, ��/�@�,���-�#�rks 
1
x
�!��-�!#

∴
2(1 log )x

x
+

∫ �!��- 2t dt∫ �-�
2 1

2 1
t +

+
�/�% ⇒

3

3
t
�/�%

�
3(1 log )

3
x+

�/�%� mÙkj

VkLd ∫
1

(1 + log )nx x
 �� dk eku Kkr dhft,A

�0mÙkj "
1

1 n− ����/�@�,������������/�%�1

iz'ukoyh 13-2

fuEufyf[kr lekdyksa osQ eku Kkr dhft,µ

�� 3 4cos .x x dx∫ ��
2

31

x

x+
∫ �!��

��
2

2 3

3

9

x

x+∫ �!�� �� 1 cos .n nnx x dx−∫

��
2

61

x

x+∫ �!�� ��
41

x

x−
∫ �!��
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 � 41

x

x+∫ �!�� ��
21

x dx

x+
∫ �

!�
1n

n

x

a bx

−

+∫ �!�� ��� 2 3 / 2(1 )

x dx

x+∫ �

���
1

1

m

m

x

x

−

−
∫ �!�� ���

3

8

2

4

x

x+∫ �!��

���
3

4 2(4 )

x dx

x−∫ � ��� 1 / 2 2cosecx x−∫ �!��

��� 2cosec cotx x∫ �!�� ���
cosx xe e

x∫ -�!��

� �
2

616 25

x

x+∫ �!�� ��� 2(1 ) cosec ( )x xe x xe+∫ �!��

�!�
4

6

1

1

x

x

+
+∫  !�� ��� 3 2 2cos sinx x x∫ !��

mÙkj

�� 41
sin

4
x c+ �� 32

1
3

x c+ +

�� 2 3log|9 |x c+ + �� 
�����/�%

��
1 21

tan
3

x c− + �� 1 21
sin

2
x c− +

 � 1 21
tan

2
x c− + �� 21 x c+ +

!�
1

log| |na bx c
nb

+ + ���
2

1

1
c

x
− +

+

���
2

1 mx c
m

− − + ��� 1 41 1
tan

4 2
x c− +

��� 4

1 1
.

4 4
c

x
+

− ��� 2 cot x c− +

��� 3 / 22
(cot )

3
x c− + ��� 2sin xe c+

� �
3

11 5
tan

60 4
x

c− + ��� cot ( )xxe c− +

�!�
1 1 31

tan tan
3

x x c− −+ + ���
4 21

cos .
8

x c− +
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�����������
��� ���
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Lo&ewY;kadu ������������	�
��

fjDr LFkkuksa dh iwfrZ djsa � �@@����+���@�E
�µ

1- izfrLFkkiu lafØ;k esa fn, x, lekdY; dks ekud lw=kksa esa ifjofrZr djosQ --------- fd;k tkrk gSA

2-
1

sin ( ) cos (.........)ax b dx c
a

+ = − +∫

3- 2 .........
sec ax dx c

a
+ = +∫

4- ;fn �� osQ iQyu esa --------- dk xq.kuiQy fn;k jgrk gS rks ml iQyu dk lekdyu ���-�# ekudj
fd;k tk ldrk gSA

13-4 lekdY; ����%�����

;fn lekdY; ����,�����φ�0 ���1� �′�����osQ :i dk gks vFkkZr~ ;g fdlh jkf'k  ����osQ iQyu rFkk blh
jkf'k  ����osQ vody xq.kkad  �′�����dk xq.kuiQy gks ;k bl :i esa fy[kk tk ldrk gks rks ge bl jkf'k  ���
dks #�osQ cjkcj ekudj lekdyu djrs gSaA

uksV~l ;fn  ����-�#�rks  �′�����!��-�!#

∴ [ ( )] ( )f x f x dxφ ′∫ �- ( ) ( )t dt tφ = ψ∫ �(eku yks)

-�ψ�0φ���1.�0#�dk eku j[kus ij1

gy lfgr mnkgj.k

mnkgj.k 1- ∫ 4sin cosx x dx  dk eku Kkr dhft,A

gy % eku yks 
����-�#�⇒���
���!��-�!#�

vr% 4sin .cosx x dx∫ �- 4t dt∫

-
5

5
t
�/�%�-�

1
5
�
�����/�%� mÙkj

mnkgj.k 2- .θ θ θ∫ 3 2cot cosec d  dk eku Kkr dhft,A

gy % eku yks 3 2cot . cosec dθ θ θ∫ eku yks ����θ�-���rks�2���
����θ�!θ�-�!�

⇒ ��
����θ�!θ�- 2�!�

∴ 3 2cot cos ec dθ θ θ∫ �- 2� 3x dx∫ �-�2�
4

4
x
�/�%

- 2�
4cot

4
θ
�/�%� mÙkj
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mnkgj.k 3- 
1

−

−∫
1

2
4 sin
( )

x
x

	���dk eku Kkr dhft,A

gy % eku yks 
������-�#.�rks 
2(1 )

dx

x−
�-�!#

∴
1

2

4 sin

(1 )

x dx

x

−

−
∫ �- 21

4 4 2
2

t dt t c= × + =∫ ��
��������/�%� mÙkj

mnkgj.k 4- ∫
2cos (log )x

x
	��	dk eku Kkr dhft,A

gy % eku yks @�,���-�# ⇒ 1
x
�!��-�!#

∴
2cos (log )x

x∫ �!��- 2 1
cos (1 cos 2 )

2
t dt t dt= +∫ ∫

-
1
2
�

sin 2
2

t
t +  

�/�%

-
1 sin 2 (log )

log
2 2

x
x +  

�/�%� mÙkj

iz'ukoyh 13-3

vfr y?kq mÙkjh; iz'u

fuEufyf[kr osQ eku Kkr dhft,µ

�� �&�� sin cosx x dx∫ �'� 2sin cosx x dx∫
�%�� 2cos sinx x dx∫ �!� 2 2cot cosecx x dx∫
���� sec tanp x x dx∫

�� �&��
2(log )e x

x∫ �!� �'�
cos (log )e x

x∫ �!�

�%��
1 loge x

x
+

∫ �!� �!� 2

1
cos (log )ex x∫ �!�

�� �&�� cosx xe e dx∫ �'� ( )x x ne a be+∫ �!�

�%��
1sin

21

m xe

x

−

−
∫ �!� �!� tan 2secxe x∫ �!�

�� �&��
1

3 /2
tan

(1 )
x

x

−

2+∫ �!� �'�
1tan

1

x

x

−

2+∫ �!�

�%��
1 2

2

(sin )

1

x

x

−

−
∫ �!�
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�����������
��� ���

bdkbZ���� lekdyu dh fof/;k¡

�� 2 1x x −∫ �!� ��
1 2

4

tan

1

x x
dx

x

−

+∫

 �
1

[ 1]x x +∫ �!��

mÙkj

�� �&�� 21
sin

2
x c+ �'�

31
sin

3
x c+

�%��
31

cos
3

x c− + �!�
31

cot
3

x c− +

����
1

secp x c
p

+

�� �&��
31

(log )
3 e x c+ �'� sin (log )e x c+

�%�� 21
(1 log )

2 e x c+ + �!� tan (log )e x c+

�� �&��
����/�% �'�
11

( )
( 1)

x na be c
b n

++ +
+

�%��
1sin1 m xe c

m

−
+ �!� tan xe c+

�� �&��

1

2

1 tan

1

x x
c

x

−+ +
+ �'� 1 21

(tan )
2

x c− +

�%�� 1 31
(sin )

3
x c− +

��
2 3 / 2( 1)

3
x

c
− + *� ( )21 21

tan
4

x c− +

 � 2 log|1 |x c+ +

13-5 ,slh fHkUu dk lekdy ftldk va'k �����������+	gj �������������	dk
vody&xq.kkad gks ����%�����������$�����������!$�
��,�����-
�����
����%��&�����������������$��������������

eku yks gesa ( )
f x
f x
′ ( )

∫ �!��dk eku Kkr djuk gS tgk¡  �′���.� ����dk vody&xq.kkad gSA

 ����- #�j[kus ij]  �′�����!��-�!#
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∴
( )

f x
f x
′( )

∫ �!��-
dt
t∫ �-�@�,�#�-�@�,�0 ���1

vr%
( )
( )

f x
f x
′

∫ �!��- @�,� �����/�%

D;k vki tkurs gSa ;fn fdlh fHkUu dk va'k �+	�.�gj �,	��dk vody xq.kkad gks rks ml fHkUu dk
lekdy gj osQ y?kqx.kd �@�,��osQ cjkcj gksxkA

∴ ∫
d ��

��

���	
 ���	�gj�

gy lfgr mnkgj.k

mnkgj.k 1- ∫1 +

x

x
e

e
	���dk eku Kkr dhft,A

gy % eku yhft, ��/����-�#�rks ���!��-�!#

∴
1

x

x
e

e+∫ �!��-
1
t∫ �!#�-�@�,�H#H�/�%

- @�,�H��/���H�/�%� mÙkj

mnkgj.k 2- ∫
4

5 + 4x
x

����dk eku Kkr djksA

gy % eku yhft, ���/�$�- #

∴ '�	�!��- !#

;k �	�!��-
1
5
�!#

∴
4

5 4

x

x +∫ �!��-
1
5
�

1
t∫ �!#�-�

1
5
�@�,�H#H�/�%

-
1
5
�@�,�H���/�$H�/�%� mÙkj

mnkgj.k 3- −
∫ +

x -x

x -x
e e
e e

��� dk eku Kkr dhft,A

gy % eku yks ���/��
��- # ⇒ ����2��
���!��-�!#

vr%
x x

x x

e e

e e

−

−
−
+∫ �!��-

dt
t∫ �-�@�,�H#H�/�%�-�@�,�H���/��
�H�/�%� mÙkj
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��� ���
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mnkgj.k 4- −∫ 1x

dx
e  dk eku Kkr dhft,A

gy %
1

1xe −∫ 	!��-
1

x

x

e

e

−

−−∫ �!��¹����ls va'k vkSj gj esa xq.kk djus ijº

-
1
t∫ �!#.�ekuk ��2�����-�#�⇒�����!��-�!#

- @�,�H#H�/�%�-�@�,�H��2����H�/�%� mÙkj

VkLd ∫ + x

a
b ce ��	dk eku Kkr dhft,A

(mÙkj%�2�
a
b
�@�,�H'����/�%H�/�%′��

13-6 izfrLFkkiu }kjk oqQN ekud iQyuksa osQ lekdy ����%��������������
������������������������
���������

���	���	��rFkk ���	��osQ lekdy

��� tan x dx∫ �-
sin
cos

x
x∫ �!�

eku yks ��
���-�#.�vodyu djus ij 2�
����!��-�!#

∴ tan x dx∫ �- 2�
dt
t∫ �-�2��@�,�H#H�/�%

- 2�@�,�H��
��H/�%�-�@�,H
����H�/�%

∴  tan x dx∫  -�2�@�,H��
��H�/�% vFkok @�,H
����H�/�%

��� cot x dx∫ �-�
cos
sin

x
x∫ �!�

eku yks 
����-�#.�vodyu djus ij ��
���!��-�!#

∴ � cot x dx∫ �-�
dt
t∫ �-�@�,�H#H�/�%�-�@�,H�
���H�/�%

∴ � cot x dx∫ �-�@�,�H
���H�/�%�
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iz'ukoyh ����

y?kq mÙkjh; iz'u

fuEufyf[kr dk eku Kkr dhft,µ

�� �&��
1n

n

ax

x b

−

+∫ !� �'�
2

3 5

3

( 4)

x

x +∫ �!�

�%��
2

31 2

x

x−∫ !� �!�
xe

x∫ �!��

mÙkj

�� �&�� log| |na
x b c

n
+ + �'� 3 41

( 4)
4

x c−− + +

�%�� 31
log |1 2 |

6 e x c− − + �!� 2 xe c+

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

cgqfodYih; iz'u ���@���@���+�����)��
���
�µ

5- sin cosx x dx∫ dk eku gSµ

�&� 21
sin

2
x c+ �'� 21

cos
2

x c+

�%� 21
cosec

2
x c+ �!� buesa ls dksbZ ughaA

6- 3 2cot cosec dθ . θ θ∫  dk eku gksxkµ

�&�
4cot

4
c

θ + �'�
4cot

4
c

θ− +

�%��
4cosec

4
c

θ + �!� dksbZ ughaA

7- sin (log )e x c+  fdldk gy gks ldrk gS\

�&� 2 2sin cosx x dx∫ �'� 2 2cot cosecx x dx∫

�%��
cos (log )e x

dx
x∫ �!� buesa ls dksbZ ughaA

8- log|1 |xe c+ +  fdldk gy gS\

�&� 1

x

x

e
dx

e+∫ �'�
1 x

x

e
dx

e

+
∫

�%� xe dx∫ �!� 1

x

x

e
dx

e

−
+∫ �
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bdkbZ���� lekdyu dh fof/;k¡

13-7 lkjka'k ���������

• fdlh iQyu dk lekdyu Kkr djus dh fuEufyf[kr nks eq[; fof/;k¡ gSaµ

��� izfrLFkkiu }kjk lekdyu ����,�������#�"��
��������

���� [k.M'k% lekdyu ����,�������#�����
�

• bl lafØ;k esa fn;s gq, lekdY; ����,�����dks ekud lw=kksa �"������������@����esa ifjofrZr
djosQ lekdy fd;k tkrk gSA

• ;fn lekdY; ����,�����φ�0 ���1� �′�����osQ :i dk gks vFkkZr~ ;g fdlh jkf'k  ����osQ iQyu rFkk
blh jkf'k  ����osQ vody xq.kkad  �′�����dk xq.kuiQy gks ;k bl :i esa fy[kk tk ldrk gks rks ge
bl jkf'k  ����dks #�osQ cjkcj ekudj lekdyu djrs gSaA

13-8 'kCndks'k � ��!���
�

1- izfrLFkkiu �"��
��������% foLFkkiuA

2- fof/ ����+��
�% rjhdkA

13-9 vH;kl&iz'u �"�	��!�#��
����
�

1- 2sec 3x dx∫ dk eku fudkysaA (mÙkj% 
tan 3

3
x

c+ )

2- 3sin dθ θ∫  dk eku ifjdfyr dhft,A (mÙkj% 
3 1

cos cos 3
4 12

c− θ + θ + )

3- iQyu ��
����
��� dk � osQ lkis{k lekdy Kkr djsaA (mÙkj% 
3cos

3
x

c− + )

4- sin 2x dx
π + 2 ∫  dk eku Kkr djsa (mÙkj% sin 2

2
x

c+ )

5-
1

2

4 sin

(1 )

x

x

−

−∫ !� dk eku fudysa (mÙkj% ���
��������/�%)

mÙkj % Lo&ewY;kadu ��
�����������������	�
��

���lekdy �� &��/�' !� ���&� $� ������

'� �&� *� �'� 7� �%� 8� �&�
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13-10 lanHkZ iqLrosaQ �����$���"�����%
�

iqLrdsa 1- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ esgrk vkSj enukuh µ lqYrku pUn ,.M lUlA

2- ,lsfU'k;y eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ uWV lsMsLVj] ihVj gkeUM] izSfUVl gkWy ifCy-

3- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ ;kekus µ izSfUVl gkWy bfUM;kA

4- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ ekydkWe] fudksyl] ;w-lh- yUnuA

5- xf.krh; vFkZ'kkL=k µ ekbdy gSjhlu] iSfVªd okYMjuA

6- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkyZ ih- fleksu] ykWjsUl CyweA

7- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl ,.M iQkbukUl µ ekfVZu ukeZuA

8- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkmQfUly iQkWj bdksukWfed ,tqosQ'kuA

9- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ fleksu vkSj Cywe µ ohok ifCyosQ'kuA
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bdkbZ���� ;ksx (tksM+) osQ :i esa lekdyu

bdkbZµ�� % ;ksx (tksM+) osQ :i esa lekdyu

�������	�
��	�	����	�
���

vuqØef.kdk ����������

mís'; ��������	�
�

izLrkouk ������������

�$�� nks iQyuksa osQ xq.ku dk lekdy ([k.M'k% lekdyu) Kkr djuk 0 ���,����,��@���
��@���@�����������&�� �����
����	��������,������1

�$�� vkaf'kd fHkUuksa }kjk lekdyu ����,�������#�������@� ������
�

�$�! nks ekud lekdy �A&��"����������,��@�

�$�$ lkjka'k �"�����#�

�$�' 'kCndks'k �%�#&���
�

�$�* vH;kl&iz'u �(�	��&�)��
���
�

�$�7 lanHkZ iqLrosaQ � ���+���(����,
�

mís'; ��������	�
�

bl bdkbZ osQ vè;;u osQ i'pkr~ fo|kFkhZ ;ksX; gksaxsµ

• nks iQyuksa osQ xq.ku dk lekdy Kkr djus gsrqA

• vkaf'kd fHkUuksa }kjk lekdyu Kkr djus esaA

• nks ekud lekdy dh tkudkjh izkIr djus esaA

izLrkouk �������������

lekdyu fu;e dk iz;ksx djus ls igys gesa ;g ns[k ysuk pkfg, fd lafØ;k dks ,d vFkok nks ckj djus ij
lekdY; ;k rks fdlh izekf.kd lekdY; dk :i ys ys ;k ,sls :i esa vk tk, ftldk lekdy fd;k tk losQA
;fn nks iQyuksa esa ls ,d iQyu ,slk gks ftldk lekdy gesa Kkr u gks] rks ml iQyu dks lnk igyk iQyu
ekuuk pkfg,A ;fn nkfgus i{k esa lekdy ½.k fpÉ osQ lkFk vius iwoZor~ :i esa vk tkrk gS rks lehdj.k gy
djus osQ fu;eksa dk iz;ksx dj iz'u gy djuk pkfg,A
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14-1 nks iQyuksa osQ xq.ku dk lekdy ([k.M'k% lekdyu) Kkr djuk
 .������%����%��&������&���&������������!����������

���	��������%��&�/

;fn iQyu  ��� vkSj iQyu φ��� dk xq.ku  �����φ��� gks rks mldk vodyu

{ ( ) . }
d

f x x
dx

φ( ) - ( ) ( ) ( )f x x f x xφ′ + ′( ) φ

nksuksa i{kksa dk � osQ lkis{k lekdyu djus ij

 �����φ����- ( )f x x dx f x x dxφ′( ) + ′( ) φ( )∫ ∫
;k ( )f x x dxφ′( )∫ �- ( ). ( )f x x f x x dxφ( ) − ′ φ( )∫

- ( ) { ( ) }f x x dx f x x dx dxφ′( ) − ′ φ′( )∫ ∫ ∫
� φ��� ifjHkk"kk ls φ′��� dk � osQ lkis{k lekdy gS vr% φ��� osQ LFkku ij x dxφ′ ( )∫  j[kk x;k gSA

mDr fu"d"kZ dks ljy :i esa fu:fir djus osQ fy,  ��� osQ LFkku ij  ���� rFkk φ′��� osQ LFkku ij  ����

j[kus ij

1 2. ( )f x f x dx( )∫ �- 1 2 1 2( ) ( ) ( ). ( )
d

f x f x dx f x f x dx dx
dx

 −  
 ∫ ∫ ∫

D;k vki tkurs gSa nks iQyuksa osQ xq.ku dk lekdy
-�izFke iQyu ? f}rh; iQyu dk lekdy
20izFke iQyu dk vody xq.kkad ? f}rh; iQyu dk lekdy dk lekdy1

mi;qZDr fu;e dk iz;ksx djus ls igys ;g ns[k ysuk pkfg, fd mi;qZDr lafØ;k dks ,d vFkok nks ckj djus
ij lekdY; ;k rks fdlh izkekf.kd lekdY; dk :i ys ys ;k ,sls :i esa vk tk, ftldk lekdy Kkr fd;k
tk losQA bl fof/ dh liQyrk cgqr oqQN lekdY; osQ izFke rFkk f}rh; iQyu osQ vè;;u ij fuHkZj djrh
gSA izFke iQyu dk p;u bl izdkj fd;k tkrk gS fd nkfgus i{k osQ nwljs in dk lekdyu ljyrkiwoZd fd;k
tk losQA vr% izFke iQyu osQ p;u esa lko/kuh cjruh pkfg,A

bl fof/ osQ iz;ksx esa oqQN egÙoiw.kZ ckrsa bl izdkj gSaµ

(1) ;fn nks iQyuksa esa ls ,d iQyu ,slk gks ftldk lekdy ����,��@� gesa Kkr u gks] rks ml iQyu dks
lnk igyk iQyu ekuuk pkfg,A

.(log ) ,x x dx∫ esa @�,�� dk lekdy ge ugha tkursA vr% @�,�� dks igyk iQyu ekuuk pkfg,A

(2) ;fn nksuksa iQyu ,sls gksa fd nksuksa dk gh lekdy ����,��@� gesa Kkr gks rks muesa ls ;fn �� osQ :i
dk dksbZ ,d iQyu gks] rks mls lnk igyk iQyu ekuksA

mnkgj.kkFkZ] 2.cosx x dx∫  esa �� dks igyk iQyu ekuuk pkfg,A
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(3) 1log , tanx dx x dx−∫ ∫  bR;kfn dk lekdy Kkr djus osQ fy, <�= dks lnk nwljk iQyu ekudj

lekdyu djrs gSaA

tSls log (log ). 1x dx x dx=∫ ∫  bR;kfnA

(4) vko';drkuqlkj [k.M'k% lekdyu osQ lw=k dk iz;ksx ,d ls vf/d ckj djuk pkfg,A

(5) ;fn nkfgus i{k esa lekdy ½.k fpÉ osQ lkFk vius iwoZor~ :i esa vk tkrk gS rks lehdj.k gy djus
osQ fu;eksa dk iz;ksx dj iz'u gy djus pkfg,A

uksV~l ge] 'kCn <�IJAK= esa] igys vkus okys iQyu dks izFke iQyu o ckn esa vkus okys iQyu

dks f}rh; iQyu pqudj [k.M'k% lekdyu dj ldrs gSaA

tgk¡ �L��	��
�����,���������@� ������
� izfrykse f=kdks.kferh; iQyuksa �
�����.� ��
�����

�������bR;kfn� osQ fy, gSA

IL�I�,����+����������
� y?kqx.kdh; iQyuksa �@�,��.�@�,�����±�&�� bR;kfn� osQ fy, gSA

JL�J@,�������������
� chth; iQyuksa ( , 1, 2 , )x x x x+ ������ osQ fy, gSA

AL�A��,���������@�������
� f=kdks.kferh; iQyuksa �
���.���
���������bR;kfn� osQ fy, gSA

KL�K�������@�������
� pj?kkrkadh; iQyuksa �&������������3�.�!
�� bR;kfn� osQ fy, gSA

oSls rks [k.M'k% lekdyu djus osQ nkSjku iQyuksa osQ pquko dh dksbZ izekf.kr fof/ ugha gS] fiQj Hkh fo|kFkhZ
mijksDr fVIi.kh esa of.kZr <�IJAK= }kjk iQyuksa dk pquko dj [k.M'k% lekdyu dj ldrs gSaA

gy lfgr mnkgj.k

mnkgj.k 1- ∫ loge x dx  dk eku Kkr dhft,A

gy % eku yks ;gk¡ bdkbZ f}rh; iQyu gS D;ksafd ;fn @�,��� dks nwljk iQyu fy;k tk, rks bldk lekdy
ugha Kkr gks ldrkA

loge x dx∫ �- log 1e x . dx∫

-
1

log . 1 1e x dx dx
x

 −   ∫ ∫ ∫ �([k.M'k% lekdyu djus ij)

-
1

log log 1e ex x x dx x x dx
x

− = −∫ ∫
- ��@�,����2���/�%� mÙkj

pkgsa rks ge ��@�,����2�� dks log
x

x
e
 Hkh fy[k ldrs gSa] D;ksafd @�,����-���
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mnkgj.k 2- ∫ sinx x dx  dk eku Kkr dhft,A

gy % ;gk¡ lekdY; osQ nks xq.ku[kaM gSa] � rFkk 
��� nksuksa dk lekdY; Kkr gS ijUrq buesa ls iQyu �����

osQ izdkj dk gSA blfy, bldks igyk iQyu ekuuk pkfg,A

vr% sinx x dx∫ �- sin sin
d

x x dx x x dx dx
dx

    −       
∫ ∫ ∫

- ( cos ) 1. ( cos )x x x dx− − −∫
- 2� cos cosx x x dx+ ∫
- 2�����
���/�
����/�%� mÙkj

mnkgj.k 3- ∫ 2 logx x dx  dk eku Kkr dhft,A

gy % 2 logx x dx∫ 	
 2(log x) x dx∫

-
3 31

log . .
3 3
x x

x dx
x

− ∫

- 3 21 1
log

3 3
x x x dx− ∫

- 3 31 1 1
log

3 3 3
x x x c − +  

- 3 31 1
log .

3 9
x x x c− + mÙkj

mnkgj.k 4- ∫ lognx x  dk lekdyu dhft,A

gy % lognx x dx∫ 	
 log nx x dx∫
0@�,����ftldk lekdyu Kkr ugha gS vr% bldks izFke iQyu eku yks1

-
1 11

log . .
1 1

n nx x
x dx

n x n

+ +

−
+ +∫ ��[k.M'k% lekdyu djus ij)

-
1 1 11 1

log log
1 1 1 1 1

n n n
nx x x

x x dx x
n n n n n

+ + +

− = −
+ + + + +∫

-
1 1 1

2

1
log log .

1 1 1( 1)

n n nx x x
x x c

n n nn

+ + +  
− = − + + + ++  

�mÙkj

mnkgj.k 5- ∫ 2 cosx x dx dk eku Kkr dhft,A

gy % eku yks �� izFke iQyu gSA

∴ 2. cosx x dx∫ �- 2 .sin 2 .sin .x x x x dx− ∫
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nwljs lekdy esa � dks izFke iQyu eku yks fiQj [k.Mksa }kjk lekdyu djksA

∴ 2 cosx x dx∫ �- 2 sin 2[ ( cos ) 1. ( cos ) ]x x x x x dx− − − −∫
- 2 sin 2 cos 2 cosx x x x x dx+ − ∫
- 2 sin 2 cos 2 sinx x x x x c+ − +

- 2( 2) sin 2 cos .x x x x c− + + mÙkj

mnkgj.k 6- ∫ sinxe x dx  dk eku Kkr dhft,A

gy % eku yks �� izFke iQyu gSA

∴ sinxe x dx∫ �- ( cos ) ( cos )x xe x e x dx− − −∫
- cos cos .x xe x e x dx− + ∫

iqu% [k.Mksa }kjk lekdyu ls]

sinxe x dx∫ �- cos [ sin sin ]x x xe x e x e x dx− + − ∫
vfUre in dks ck;ha vksj ys tkvksA fiQj 2 ls Hkkx nsus ij

sinxe x dx∫ -
1

(sin cos ) .
2

xe x x c− + mÙkj

mnkgj.k 7- ∫ 2

1
log x dx

x
 dk eku Kkr dhft,A

gy % 2

1
log x dx

x∫ 	
 2

1
log .x dx

x∫

-
1 1 1

log x dx
x x x

− −     −          ∫

- 2

log 1x
dx

x x
− + ∫

-
log 1x

c
x x

− − + �-�
(1 log )

.
x

c
x

− + + mÙkj

mnkgj.k 8- iQyu 	����� dk � osQ lkis{k lekdyu dhft,A

gy % ekuk -�-� 2 xx a dx∫
;gk¡ ij lekdY; nks iQyuksa �� rFkk &� xq.kuiQy gSA tgk¡ �� ,d chth; iQyu gS rFkk &� pj?kkrkadh; iQyu
gS rFkk �IJAK esa izFke J v{kj vkrk gSA vr% �� izFke iQyu rFkk &� dks f}rh; iQyu ysdj [k.M'k%
lekdyu djsaxsA

-�- ( ).x xd
x a dx x a dx dx

dx
 −  
 ∫ ∫ ∫

- 1.
log log

x xa a
x dx

a a
   

−   
   

∫
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-
1

log log

x
xa

x a dx
a a

− ∫

∴ -�- 2
. .

log (log )

x xa a
x c

a a
− + mÙkj

mnkgj.k 9- { }∫ 2 2log x x a dx��  dk eku Kkr dhft,A

gy % 2 2log { }x x a dx+ +∫
-� 2 2log { }.1x x a dx+ +∫

-� 2 2

2 2 2 2

1 1(2 )
log { } . 1

( ) 2

x
x x a x x dx

x x a x a

  + + − + 
+ + +  

∫

-�
2 2

2 2

2 2 2 2

1
log { }

( )

x a x
x x a x x dx

x x a x a

 + + + + −  
+ + +  

∫

-� 2 2

2 2
log { }

x dx
x x a x

x a
+ + −

+
∫

-�
2 2

2 2

1 2
log { }

2
x dx

x x a x
x a

+ + −
+

∫

-� 2 2 2 21
log { } {2 }

2
x x a x x a c+ + − + +

-� 2 2 2 2log { }x x a x x a c+ + − + +

-� 2 2 2 2log { } .x x x a x a c+ + − + + mÙkj

mnkgj.k 10- ∫ -1tan x dx  dk eku fudkfy,A

gy % 1tan x dx−∫  - 1(tan 1x). dx−∫

-
1

2

1
(tan ) .

1
x x x dx

x
− −

+∫

-
1

2

1 2
tan

2 1
x

x x dx
x

− −
+∫

- 1 1
tan ,

2
dt

x x
t

− − ∫
���/����-�#�rFkk����!��-�!# j[kus ij�
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- 1 1
tan log| |

2
x x t c− − +

- 1 21
tan log|1 | .

2
x x x c− − + + ��# dk eku j[kus ij� mÙkj

VkLd 2 cosx x dx∫  dk eku Kkr djsaA (mÙkj% 2( 2) sin 2 cosx x x x c− + + )

mnkgj.k 11- −∫ 1tanx x dx  dk eku Kkr dhft,A

gy % 1tanx x dx−∫ 	
 1(tan ). x x dx−∫

-
2 2

1
2

1
(tan ). .

2 21
x x

x dx
x

− −
+∫

-
2 2

1
2

tan
2 1
x x

x dx
x

− −
+∫

-
2

1
2

1 1
tan 1

2 2 1
x

x dx
x

−  
− − + 

∫

-
2

1 11
tan ( tan )

2 2
x

x x x c− −− − +

- 1 2 11 1 1
tan tan

2 2 2
x x x x c− −+ − +

- 2 11
( 1) tan .

2 2
x

x x c−+ − + mÙkj

mnkgj.k 12- ∫1 cos
x

dx
x�

 dk eku Kkr dhft,A

gy %
1 cos

x
dx

x+∫ 	

(1 cos )

(1 cos )(1 cos )
x x

dx
x x
−

+ −∫

- 2

cos
sin

x x x
dx

x
−

∫

- 2 2

cos
sin sin

x x x
dx dx

x x
−∫ ∫

- 2cosec cot cosecx x dx x x x dx−∫ ∫
- ( cot ) 1. ( cot )x x x dx− − −∫

[ ( cosec ) 1. ( cosec ) ] )x x x dx c− − − − +∫
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- cot log|sin | cosec log tan .
2
x

x x x x x c− + + − +

mÙkj

mnkgj.k 13- −∫ 1 1
cos dx

x
 dk eku Kkr dhft,A

gy % ekuk - - 1 1
cos ,dx

x
−∫

1 11
cos sec x

x
− − =  

�

- 1sec x dx−∫
-

1(sec ).1x dx−∫

������ dks izFke rFkk 1 dks f}rh; iQyu ysdj [k.M'k% lekdyu djus ij

- 1 1sec (sec ).
d

x dx x dx dx
dx

− − −  
 ∫ ∫ ∫

- 1

2

1
sec .

1
x x x dx

x x
− −

−
∫

- 1

2

1
sec

1
x x dx

x
− −

−
∫

- 1 2sec log| 1| .x x x x c− − + − + mÙkj

iz'ukoyh ����

y?kq mÙkjh; iz'u

fuEufyf[kr lekdy dk eku Kkr dhft,µ

��	�&� logx x dx∫ �	�'� 2(log )x dx∫

�%� 3 logx x dx∫ �!�
2log (1 )x dx+∫

��� sec log (sec tan )x x x dx+∫

��	�&� axxe dx∫ �'�
1 /

3

xe
dx

x∫

��	�&� 2cosecx ax dx∫ �'� 2secx x dx∫

�%� 2sec 2x x dx∫ �!� 2 sinx x dx∫

��� 3sec x dx∫ � � 2 sin 2x x dx∫
��	�&� sinx nx dx∫ �'� 2sin x dx∫
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�%� 2tanx x dx∫ �!� sin x dx∫

��	�&� 1sin x dx−∫ �'� 1cot x dx−∫

��	�&� 3 1tanx x dx−∫ �'� 2

log
(1 )

x
dx

x+∫

 �
2

2( sin cos )
x

dx
x x x+∫ �� (log )x x dx2∫

!�	�&� log (1 )x x dx+∫ �'� 10log x dx∫
��� 1 2cot (1 )x x dx− + −∫ ���

23 xx e dx∫
��� sin log (sec tan )x x x dx+∫ �

mÙkj

�� �&��
2

21
log

2 4
x

x x c− + �'� 2(log ( )) 2 log 2x x x x x c− + +

�%��
2

41
log

4 16
x

x x c− + �!� 2 1log (1 ) 2 ( tan )x x x x c−+ − − +

�� �&�� 2

1 1ax axxe e c
a a

− + �'�
1/ 1

1xe c
x

 − +  

�� �&�� 2

1
[log sin cot ]ax ax x c

a
− + �'� tan log|cos |x x x c+ +

�%��
1 1

tan 2 log|sec 2 |
2 4

x x x c− + �!� 2 cos 2 sin 2 cosx x x x x c− + + +

���
1 1

sec . tan log|sec tan |
2 4

x x x x c+ + +

� � 21 1 1
cos 2 sin 2 cos 2

2 2 4
x x x x x c− + + +

�� �&�� 2

1 1
cos sinx nx nx c

n n
+ + �'�

2 1 1
sin 2 cos 2

4 4 8
x

x x x c− − +

�%��
2

tan log cos
2
x

x x x c+ − + �!� 2 [ cos sin ]x x x c− + +

�� �&�� 1 2sin 1x x x c− + − + �'� 1 21
cot log|1 |

2
x x x c− + + +
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�� �&��
3

4 1 11 1
tan tan

4 4 3
x

x x x x c− − 
− − + +   

�'�
log

log
1 1

x x
c

x x
− + +

+ +

 � tan
cos ( sin cos )

x
x c

x x x x
− + +

+ 8�
3 / 2 22 4 8

[(log ) log ]
3 3 9

x x x c− + +

!� �&��
2 21

log (1 )
2 4 2

x x x
x c

− + − + + �'� 10(log 1) logex x e c− +

��� 1 21
2 [ tan log (1 )]

2
x x x c− − + + ���

2 21
( 1)

2
xe x c− +

��� cos log (sec tan )x x x x c− + +

14-2 vkaf'kd fHkUuksa }kjk lekdyu ����%����������������&���������
�

ge fl¼ dj pqosQ gaS fd dbZ ,d iQyuksa osQ ;ksx ;k vUrj dk lekdy mu iQyuksa osQ lekdyksa osQ ;ksx ;k
vUrj osQ cjkcj gksrk gSA vr% lekdyu dh ,d egÙoiw.kZ fof/ fn;s gq, iQyuksa dks ;ksx ;k vUrj osQ :i
esa ifjofrZr dj (rksM+dj) mi;qZDr fl¼kar dk iz;ksx djus dh gSA blosQ fy, vkaf'kd fHkUuksa dh fof/;ksa
dk vko';drkuqlkj mi;ksx fd;k tkrk gSA

vkaf'kd fHkUuksa esa Hkax djus dh fof/;ksa dks vki viuh chtxf.kr dh iqLrd esa i<+ pqosQ gSaA

chtxf.kr ls vki tkurs gSa fd izR;sd cgqin osQ ,d?kkr vkSj f}?kkr xq.ku[k.M fd;s tk ldrs gSaaµgks ldrk
gS fd oqQN xq.ku[k.M dbZ ckj vk;saA iQyr% ifjes; fHkUu osQ vkaf'kd fHkUu bl izdkj osQ gksaxsµ

��� gj osQ vuqjko`Ùk ��:��������� ,d ?kkr xq.ku[k.M ��2�&�osQ laxr vkaf'kd fHkUu 
A

x a−  osQ

:i dk gksrk gS] tgk¡ ij � ≠�&�

���� izR;sd ckjEckj ���������� xq.ku[k.M ���2�'� osQ laxr  vkaf'kd fHkUu fuEufyf[kr :i osQ gksrs
gSaµ

1 2
2 ......

( ) ( )
r

r

B B B
x b x b x b

+ + +
− − −

;gk¡ ij ��≠ 3�

����� ���/����/���osQ [k.M tks ,d ls vf/d ckj u vk;sa laxr vkaf'kd fHkUu 2

Cx D
x px q

+
+ +

 osQ :i

dh gksxhA ;gk¡ ij � vkSj , nksuksa 'kwU; ugha gks ldrsA

���� ���/����/���osQ [k.M tks �ckj vk;s gksa vFkok ;fn [k.M ����/����/���	�gS rks muosQ laxr vkaf'kd

fHkUu 1 1 2 2
2 2 2 2......

( ) ( )
r r

r

C x D C x D C x D
x px q x px q x px q

+ + ++ + +
+ + + + + +

 osQ :i dh gksxhA
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� ;ksx (tksM+) osQ :i esa lekdyu

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

fjDr LFkkuksa dh iwfrZ djsa � �@@����+���@�E
�µ

1- ;fn nksuksa iQyu ,sls gksa fd nksuksa dk gh --------- Kkr gks] rks muesa ls ;fn �� osQ :i dk dksbZ ,d iQyu
gks] rks mls lnk igyk iQyu ekurs gSaA

2- vko';drkuqlkj --------- lekdyu osQ lw=k dk iz;ksx ,d ls vf/d ckj djuk pkfg,A

3- [kaM'k% lekdyu djus osQ nkSjku iQyuksa osQ pquko dh dksbZ --------- fof/ ugha gSA

4- ,d iQyuksa osQ ;ksx ;k varj dk lekdy mu iQyuksa osQ lekdyksa osQ ;ksx ;k varj osQ --------- gksrk gSA

5- izR;sd cgqin ,d?kkr vkSj --------- xq.ku[kaM fd;s tk ldrs gSaA

14-3 nks ekud lekdy �0!��������������%��&�

1- 
−∫ 2 2

1
dx

x a
 dk eku Kkr djuk] tcfd �	#���

gy %�� 2 2

1
x a− �-

1
( ) ( )x a x a+ −

eku yhft, 2 2

1
x a− �-

A B
x a x a

+
+ − �-�

( ) ( )
( ) ( )

A x a B x a
x a x a
− + +
+ −

∴ ����2�&��/������/�&��-��

⇒ ����/������/����2���&�- �

nksuksa i{kksa osQ xq.kkadksa dh rqyuk djus ij

��/���* 3�rFkk����2���&�-��

∴ ��-
1
2a

�vkSj�
1
2

A
a

= −

∴ 2 2

1
x a− �- 2

1 1
2 ( ) 2 ( )a x a a x a

+
+ −

�-�
1 1 1
2a x a x a

 
− − + 

∴ 2 2

1
dx

x a−∫ �-
1 1 1
2

dx
a x a x a

 
− − + 

∫

-
1 1 1 1
2 2

dx dx
a x a a x a

−
− +∫ ∫

-
1 1

log| | log| |
2 2

x a x a c
a a

− − + +

-
1

log
2

x a
c

a x a
− +
+

2 2

1 1
log ,

2
x a

dx c x a
a x ax a

−= + >
+−∫ ��
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2- −∫ 2 2

dx
a x

 dk eku Kkr djuk] tcfd ��$	��

gy %
2 2

dx
a x−∫ 	
 1 1 1

( ) ( ) 2
dx

dx
a x a x a a x a x

 
= + + − + − 

∫ ∫

-
1

[log| | log| |]
2

a x a x c
a

+ − − + �-�
1

log
2

a x
c

a a x
+ +
−

∴ 2 2

dx
a x−∫ �-

1
log

2
a x

c
a a x

+ +
−

gy lfgr mnkgj.k

mnkgj.k 1- −∫ 2 2 2

dx
a x b dk eku Kkr dhft,A

gy % 2 2 2

dx
dx

a x b−∫ 	
 2 2 2

1 1
( / )

dx
a x b a−∫

- 2

1 1 ( / )
. log

2( / ) ( / )
x b a

c
b a x b aa

− +
+

�-�
1

log .
2

ax b
c

ab ax b
− +
+

mÙkj

mnkgj.k 2- 
−∫ 224 6
dx

x
 dk eku Kkr dhft,A

gy % 2

1
24 6

dx
x−∫ 
 2

1 1
6 4

dx
x−∫ �-� 2 2

1 1
6 2

dx
x−∫

-
1 1 2

log
6 2.2 2

x
c

x
+ +
− �-�

1 2
log .

24 2
x

c
x

+ +
−

mÙkj

mnkgj.k 3- 
− −∫ 2

1
5 2

dx
x x

 dk eku crkb,A

gy % 25 2
dx
x x− −∫ 	
 25 1 1 2

dx
x x+ − − −∫ �-� 26 (1 2 )

dx
x x− + +∫

- 26 ( 1)
dx
x− +∫ �-� 2 2( 6 ) ( 1)

dx

x− +∫

� lw=k ls] 2 2

dx
a x−∫ �-

1
log

2
a x

c
a a x

+ +
−

∴ 25 2

dx

x x− −∫ �-
1 6 ( 1)

log .
2 6 6 ( 1)

x
c

x

+ + +
− +

mÙkj



uksV

VED1

E\L-LOVELY-H\math14-1 IInd 21-10-11 IIIrd 24-1-12 IVth 21-4-12 VIth 10-9-12

����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� ;ksx (tksM+) osQ :i esa lekdyu

mnkgj.k 4- 
( ) ( ) ( )− − −∫

3
1 2 3

x
dx

x x x
 dk eku Kkr dhft,A

gy % 
3

( 1) ( 2) ( 3)
x

x x x− − −  - 
3 1 1 9 1

6. .
2 ( 1) ( 2) 2 ( 3)x x x

− +
− − −  vkaf'kd fHkUuksa esa [kf.Mr djus

ij 
3

( 1) ( 2) ( 3)
x

dx
x x x− − −∫

-
3 9

6
2 1 2 2 3

dx dx dx
x x x

− +
− − −∫ ∫ ∫

-
3 9

log|( 1)| 6 log|( 2)| log|( 3)| .
2 2

x x x c− − − + − +  mÙkj

mnkgj.k 5- 
+ −∫ 22 1
dx

x x
 dk eku Kkr dhft,A

gy % � 2

1 1
( 1) (2 1)2 1 x xx x

=
+ −+ −

vr% eku yhft,

2

1
2 1x x+ − �- 1 2 1

A B
x x

+
+ − -�

(2 1) ( 1)
( 1) (2 1)

A x B x
x x

− + +
+ −

∴ �����2����/�����/����- �
;k ����/������/����2����- �

nksuksa i{kksa osQ xq.kkadksa dh rqyuk djus ij

���/���- 3�rFkk����2���-��∴���-�
1
3

− �vkSj���-�
2
3

2

1
2 1x x+ − �-

2 1 1 1
3 2 1 3 1x x

−
− +

∴ 2

1
2 1

dx
x x+ −∫ �-

2 1 1 1
3 2 1 3 1

dx dx
x x

−
− +∫ ∫

-
2 1 1

. log|(2 1)| log|( 1)|
3 2 3

x x C− − + +

-
1 2 1

log .
3 1

x
C

x
− +

+ mÙkj

mnkgj.k 6- 
−∫ 3

dx
x x

 dk eku Kkr dhft,A

gy % 3

1

x x−
	
 2

1 1
(1 ) (1 )(1 ) x x xx x

=
− +−
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eku yks
1

(1 )(1 )x x x− +
�-

1 1
A B C
x x x

+ +
− +

∴ ��- 2(1 ) (1 ) (2 )A x Bx x Cx x− + + + − ������

lehdj.k (1) esa Øe'k% ��-�3.�� vkSj 2� j[kus ij

��- 1 1
1, ,

2 2
B C= = −

∴ 3

dx

x x−∫ �-
1 1 1

2(1 ) 2(1 )
dx

x x x
 + − − + 

∫

- 1 1
log| | log|1 | log|1 | .

2 2
x x x c− − − + + mÙkj

mnkgj.k 7- 
−∫ 24
dx

x
 dk eku Kkr dhft,A

gy % 24

dx

x−∫ 	
 2 2(2)

dx

x−∫

-
1 2

log ,
2.2 2

x
c

x
+ +
−

��
2 2

1
log

2
dx a x

c
a a xa x

 += + −−  
∫�

-
1 2

log .
4 2

x
c

x
+ +
−

mÙkj

mnkgj.k 8- eku Kkr dhft,% 
1

( )( )+ +∫ 2 2 dx
x b x a

gy % lekdY; dks vkaf'kd fHkUu esa tksM+us ij

2 2

1

( )( )x b x a+ +
	
 2 2

A Bx C
x b x a

++
+ +

gy djus ij 2 2

1

( ) ( )x b x a+ +
 -� 2 2 2 2 2 2

1 1

( ) ( )

b x
x ba b a b x a

 −+  ++ + + 

∴ -�- 2 2

1
( ) ( )

dx
x b x a+ +∫

- 2 2 2 2 2 2

1 1dx b x
dx

x aa b a b x a
−+

++ + +∫ ∫

- 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2
log| |

2( )
b dx x

x b dx
a b a b x a a b x a

+ + −
+ + + + +∫ ∫

- 1 2 2
2 2

1 1
log| | tan log| |

2
b x

x b x a c
a aa b

− + + − + + +  

- 1
2 2 2 2

1
log tan .

x b b x
c

a aa b x b
−

 + + +
 + + 

mÙkj
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mnkgj.k 9% 
+∫ 31
dx

x
 dk eku Kkr dhft,

gy % 3

1
1 x+ 	
 2 2

1
;

1(1 ) (1 ) 1
A Bx C

xx x x x x
+= +

++ − + − +
gy djus ij

3

1
1 x+ 
 2

1 1 2
.

3 1 3(1 )
x

x x x
−+

+ − +

∴ 3

1
1

dx
x+∫ �- 2

1 1 (2 )
3 1 3 1

dx x dx
x x x

−+
+ − +∫ ∫

- 2

1 1 1 (4 2 )
log|1 | .

3 2 3 1
x dx

x
x x

−+ +
− +∫

- 2

1 1 3 (2 1)
log|1 |

3 6 1
x

x dx
x x

− −+ +
− +∫

- 2 2

1 1 1 2 1
log|1 |

3 2 61 1
dx x

x dx
x x x x

−+ + −
− + − +∫ ∫

- 2
2

1 1 1 2 1
log|1 |

1 33 2 6 1
4 4

dx x
x dx

x xx x

−+ + −
− + − + +  

∫ ∫

-
2

2
2

1 1 1
log|1 | log|1 |

3 2 61
( 3 /2)

2

dx
x x x c

x

+ + − + + +
 − +  

∫

- 1 2

1
1 1 1 12log|1 | tan log|1 |
6 2 63 /2 3 /2

x
x x x c−

−
+ + − − + +

-
2

1
2

1 (1 ) 1 2 1
log tan .

6 1 3 3

x x
c

x x
−+ −+ +

− + mÙkj

mnkgj.k 10- −
+ −∫ 2

2 3
3 18
x

dx
x x

 dk eku Kkr dhft,A

gy % 2

2 3
3 18
x

x x
−

+ − 	�-
2 3

( 3) ( 6)
x

x x
−

− + �-�
3 6

A B
x x

+
− +

;k ���2�!�- �����/�*��/�����2�!�

tc ��2�!�- 3 ;k ��-�!

!�- 9� ;k ��-�
1
3

tc ��/�*�- 3 ;k ��-�2�*

2��'�- ���2�9� ;k ��-�
5
3
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rc 2

2 3
3 18
x

dx
x x

−
+ −∫ �-

1 5
3 3 3 6

dx dx
x x

+
− +∫ ∫

-
1 5

log| 3| log| 6| .
3 3

x x c− + + + mÙkj

mnkgj.k 11- −∫ 1x

dx
e

 dk eku Kkr dhft,A

gy %
1x

dx
e −∫ 	


( 1)

x

x x

e dx
e e −∫ �-�

( 1)
dt

t t −∫ �tcfd����-�#�����!��-�!#�

-
1 1 1

log
1

t
dt c

t t t
  −− = + − 

∫

-
1

log log|1 | .
x

x
x

e
c e c

e
−− + = − + mÙkj

mnkgj.k 12- 
( ) ( )− −∫ 22 1

x
dx

x x
 dk eku Kkr dhft,A

gy % ekuk 2( 2) ( 1)
x

x x− − �- 22 1 ( 1)
A B C

x x x
+ +

− − −

��- �����2�����/�����2�������2����/������2���

leku ?kkrksa osQ xq.kkadksa dks cjkcj j[kus ij

��/���- 3.�2���2�!��/���-��.���/����2����-�3

∴ ��- �.���-�2��.���-�2���

∴ 2( 2) ( 1)
x dx

x x− −∫ �- 22 2
2 1 ( 1)

dx dx dx
x x x

− −
− − −∫ ∫ ∫

-
1( 1)

2 log| 2| 2 log| 1|
1

x
x x c

−−− − − − +
−

-
1

2 {log| 2| log| 1|}
1

x x c
x

− − − + +
−

-
2 1

2 log .
1 1

x
c

x x
− + +
− −

mÙkj

iz'ukoyh (123

y?kq mÙkjh; iz'u

fuEu lekdyksa osQ eku Kkr dhft,µ

��	�&� 2 4
dx

x −∫ �'�
2

2 24
x dx

x −∫
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�%� 2 5
dx

x −∫ �!� 2( 1) 4
dx

x + −∫

���
2

6 6

x
dx

x a−∫

��	�&�
3

( 2) ( 1)
x dx

x x− +∫ �'�
( 5)

( 1) ( 4)
x

dx
x x

+
− −∫

�%�
(2 3)

( 2) ( 2)
x dx

x x
+

+ −∫ �!� 2( 1) ( 4)
dx

x x− −∫

mÙkj

�� �&��
1 2

log
4 2

x
c

x
− +
+ �'�

4
2 log

4
x

x c
x

−+ +
+

�%��
1 5

log
2 5 5

x
c

x

− +
+ �!�

1 1
log

4 3
x

c
x

− +
+

����
3 3

3 3 3

1
log

6

x a
c

a x a

− +
+

�� �&�� 2log 1|( 2) ( 1)|x x c− + + �'� 2 log| 1| 3 log| 4|x x c− − + − +

�%�� 1 7
log| 2| log| 2|

4 4
x x c+ + − +

�!��
1 1 1

log| 1| log| 2| log| 2|
3 4 12

x x x− − + − + +

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

2- cgqfodYih; iz'u ���@���@���+�����)��
���
�µ

6-
2 2

dx

a x−∫  dk eku D;k gksxk] tcfd ��;�&C

�&�
1

log
2

a x
c

a a x
+ +
− �'�

1
log

a x
c

a a x
+ +
−

�%�
1
2

a x
c

a a x
+ +
− �!�

1
log

2
a x

c
a a x

− +
+

7- 24

dx

x−∫  dk eku D;k gksxk\

�&�
1 2

log
4 2

x
c

x
− +
+ �'�

1 2
log

4 2
x

c
x

+ +
−
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�%�
1 4

log
2 4

x
c

x
− +
+ �!�

1 4
log

2 4
x

c
x

+ +
−

�� 2 4

dx

x −∫ �dk eku D;k gksxk\

�&�
1 2

log
4 2

x
c

x
+ +
− �'�

1 2
log

2 2
x

c
x

− +
+

�%�
1 2

log
4 2

x
c

x
− +
+ �!� buesa ls dksbZ ughaA

14-4 lkjka'k ���������

• ;fn iQyu  ��� vkSj iQyu φ��� dk xq.ku  �����φ��� gks rks mldk vodyu

{ ( ) . }
d

f x x
dx

φ( ) - ( ) ( ) ( )f x x f x xφ′ + ′( ) φ

• izFke iQyu dk p;u bl izdkj fd;k tkrk gS fd nkfgus i{k osQ nwljs in dk lekdyu ljyrkiwoZd
fd;k tk losQA vr% izFke iQyu osQ p;u esa lko/kuh cjruh pkfg,A

• ;fn nks iQyuksa esa ls ,d iQyu ,slk gks ftldk lekdy ����,��@� gesa Kkr u gks] rks ml iQyu
dks lnk igyk iQyu ekuuk pkfg,A

• ;fn nksuksa iQyu ,sls gksa fd nksuksa dk gh lekdy ����,��@� gesa Kkr gks rks muesa ls ;fn �� osQ :i
dk dksbZ ,d iQyu gks] rks mls lnk igyk iQyu ekuksA

• [k.M'k% lekdyu djus osQ nkSjku iQyuksa osQ pquko dh dksbZ izekf.kr fof/ ugha gSA fiQj Hkh fo|kFkhZ
mijksDr fVIi.kh esa of.kZr <�IJAK= }kjk iQyuksa dk pquko dj [k.M'k% lekdyu dj ldrs gSaA

• lekdyu dh ,d egÙoiw.kZ fof/ fn;s gq, iQyuksa dks ;ksx ;k vUrj osQ :i esa ifjofrZr dj (rksM+dj)
mi;qZDr fl¼kar dk iz;ksx djus dh gSA blosQ fy, vkaf'kd fHkUuksa dh fof/;ksa dk vko';drkuqlkj
mi;ksx fd;k tkrk gSA

14-5 'kCndks'k � ��!���
�

• ;ksx �"��������% tksM+A

• lekdy ����,��@�% laiw.kZA

14-6 vH;kl&iz'u �"�	��!�#��
����
�

1- sinx x dx∫  dk eku fudkysaA (mÙkj% 2�����
���/�
����/�%)

2- 2 cosx x dx∫  dk eku ifjdfyr djsaA (mÙkj% ����2����
����/������
���/�%)
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� ;ksx (tksM+) osQ :i esa lekdyu

3- 1tanx x dx−∫  dk eku Kkr dhft,A (mÙkj% 2 11
( 1) tan

2 2
x

x x c−+ − + )

4- 22 1

dx

x x+ −∫  dk eku crk,¡A (mÙkj% 
1 2 1

log
3 1

x
c

x
− +

+ )

5- 3

dx

x x−∫  dk eku fudkysaA (mÙkj% 
1 1

log| | log|1 | log|1 |
2 2

x x x c− − − + + )

mÙkj % Lo&ewY;kadu ��
����������������	�
��

�� lekdy �� [kaM'k% !� izekf.kr $� cjkcj

'� f}?kkr *� �&� 7� �'� 8� �%��

14-7 lanHkZ iqLrosaQ �����$���"�����%
�

iqLrdsa 1- ,lsfU'k;y eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ uWV lsMsLVj] ihVj gkeUM] izSfUVl gkWy ifCy-

2- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ ;kekus µ izSfUVl gkWy bfUM;kA

3- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ ekydkWe] fudksyl] ;w-lh- yUnuA

4- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ esgrk vkSj enukuh µ lqYrku pUn ,.M lUlA

5- xf.krh; vFkZ'kkL=k µ ekbdy gSjhlu] iSfVªd okYMjuA

6- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ fleksu vkSj Cywe µ ohok ifCyosQ'kuA

7- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkyZ ih- fleksu] ykWjsUl CyweA

8- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl ,.M iQkbukUl µ ekfVZu ukeZuA

9- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkmQfUly iQkWj bdksukWfed ,tqosQ'kuA
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��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

bdkbZµ��	% fuf'pr lekdyu

� ��
�
��������	�
���

vuqØef.kdk ����������

mís'; ��������	�
�

izLrkouk ������������

�'�� lekdyu dh lhek,¡ �I��������
�������,������

�'�� fuf'pr lekdy Kkr djus dh fof/ ����+������ ���,������������,������

�'�! fuf'pr lekdyksa esa izfrLFkkiu �"��
���������������������,������

�'�$ fuf'pr lekdy osQ lkekU; izxq.k �M����@����������
���������������,��@
�

�'�' vuUr lhek okys lekdy ����,��@���������#�@����
�

�'�* lkjka'k �"�����#�

�'�7 'kCndks'k �%�#&���
�

�'�8 vH;kl&iz'u �(�	��&�)��
���
�

�'�9 lanHkZ iqLrosaQ � ���+���(����,
�

mís'; ��������	�
�

bl bdkbZ osQ vè;;u osQ i'pkr~ fo|kFkhZ ;ksX; gksaxs%

• fuf'pr lekdy osQ vFkZ] lhekvksa ,oa Kkr djus dh fof/ dks tkusaxsA

• fuf'pr lekdyksa esa izfrLFkkiu dks le> losaQxsA

• fuf'pr lekdy osQ lkekU; izxq.k dks tku losaQxsA

• vuUr lhek okys lekdy dh tkudkjh feysxhA

izLrkouk ������������
�

eku yks ��osQ lkis{k iQyu  ����dk lekdy�����,��@�.�$����gSA

;fn LorU=k pj ��osQ nks fufnZ"V ekuksa �	�@��
�.�eku yks] &�vkSj '�osQ fy, iQyu  ����osQ lekdy $��� osQ
ekuksa esa vUrj $�'��2�$�&��gS] rks bl vUrj dks vUrjky 0&.�'1�osQ fy,  ����dk fuf'pr lekdy
������������,��@��dgrs gSa rFkk bls vxzfyf[kr }kjk izdV djsaxsµ

( )
b

a
f x∫ �!�
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� fuf'pr lekdyu

fuf'pr lekdy dk vFkZµtc fdlh iQyu dk lekdy] fdUgha nks fuf'pr lhekvksa osQ fy, Kkr
fd;k tkrk gS rks mls fuf'pr lekdy ������������,��@��dgrs gSaA

;fn ( )f x dx∫ �- $���

rks� ( )
b

a
f x∫ �!��- [ ]( ) b

a
F x �-�$�'��2�$�&�

fdlh fuf'pr lekdy ������������,��@��dk eku iw.kZr;k vf}rh; ���B��� gksrk gS] pw¡fd]

;fn ( )f x dx∫ �- $����/�%.�rks

( )
b

a
f x dx∫ �- [ ]( ) b

a
F x c+ �-�N$�'��/�%O�2�N$�&��/�%O

- $�'��/�%�2�$�&��2�%�-�$�'��2�$�&��

uksV~l fuf'pr lekdy osQ eku ij lekdyu vpj dk dksbZ izHkko ugha iM+rkA

15-1 lekdyu dh lhek,¡ �4���������
�������%�������

la[;k &�dks] tks lekdyu fpÉ osQ uhps fy[kh tkrh gS] lekdyu  dh fuEu lhek �@�&���@������rFkk la[;k
'�dks] tks lekdyu fpÉ osQ Åij fy[kh tkrh gS] lekdyu dh mPp lhek �������@������dgrs gSaA

15-2 fuf'pr lekdy Kkr djus dh fof/ ����$������������%���������
���%�������

fn;s gq, iQyu dk lekdy ����,��@��Kkr djosQ mls cM+s dks"Bd �����E����esa j[kks rFkk dks"Bd osQ
nkfguh vksj lekdyu dh lhek,¡ fy[kksA vc lekdy esa pj jkf'k osQ LFkku ij mPp lhek j[kdj izkIr iQy
esa ls] mlh lekdy esa fuEu lhek j[kdj izkIr iQy dks ?kVk nksA gy djus ij vHkh"V lekdy Kkr gks tk;sxkA

gy lfgr mnkgj.k

mnkgj.k 1- ∫
logb

a

x
x

����dk eku fudkfy,A

gy %
logb

a

x
x∫ �!� eku yks�@�,���-�#

1
x
�!��-�!#

- t dt∫

-
2

21
(log )

2 2

b

a

t
x =  
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��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

- 2 21
[(log ) (log ) ]

2
b a−

-
1
2
�0@�,�'�/�@�,�&1�0@�,�'�2�@�,�&1

-
1
2
�@�,�&'�?�@�,�

b
a
� mÙkj

mnkgj.k 2- 
π

∫
/4

0
tan secx x  �� dk eku Kkr dhft,A

gy %	
/ 4

0
tan secx x

π
∫ �!��- [ ] / 4

0
sec sec sec 0

4
x π π = −  

- 2 �2��� mÙkj

mnkgj.k 3- ∫
3

1

dx
x

 dk eku Kkr dhft,A

gy %
3

1

dx
x∫ �- [ ]31log x �-�@�,�!�2�@�,���-�@�,�!� mÙkj

mnkgj.k 4- 
π

∫
/2 2

0
cos x ����dk eku Kkr dhft,A

gy %
/ 2 2

0
cos x

π
∫ �!��-

/ 2

0

1 cos 2
2

xπ + 
 
 ∫ �!�

-
/ 2

0

sin 2
2 2

x
x

π1  +  

-
sin 2 . sin 2 0 12 0

2 2 2 2 2 2 4

π 
 1 π × π π+ − − = × = 
   

� mÙkj

 mnkgj.k 5- 
π

∫
/4 2

0
tan x dx  dk eku Kkr dhft,A

gy %
/ 4 2

0
tan x dx

π
∫ �-�

/ 4 2
0

(sec 1)x
π

−∫ �!�

- [ ] / 4
0

tan tan (tan 0 0)
4 4

x x π π π − = − − −  

- ��2�
4
π
� mÙkj

mnkgj.k 6- ∫ 2
0

a
y ��� dk eku Kkr dhft,] tgk¡ ��		��	
	���

gy % � ���/����- &�� ∴ ���-�&��2���

∴ 2
0

a
y∫ �!��-

2 2
0

( )
a

a x−∫ �!�
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� fuf'pr lekdyu

-
3 3

2 3

0

2
0

3 3 3

a
x a

a x a
 

− = − − = 
  

�&�� mÙkj

mnkgj.k 7- 
−

∫0 2 2

a dx

a x
 dk eku Kkr dhft,A

gy %
0 2 2

a dx

a x−
∫ 	


1

0

sin
a

x
a

−  
    

- 
���� a
a

 
  

�2�
����
0
a

 
  

- 
��������2�
�����3��-�
2
π
�2�3�-�

2
π
� mÙkj

mnkgj.k 8- 
π

∫
/2

0
cosx x 	���dk eku Kkr dhft,A

gy % [k.M'k% lekdyu }kjk

/ 2

0
cosx x

π
∫ �!��- [ ] / 2/ 2

0 0
sin sinx x x dx

ππ − ∫

- sin 0
2 2
π π −  

�2� [ ] / 2
0

cos x π−

- cos cos 0
2 2
π π + −  

�-� 0 1
2 2
π π+ − = �2��� mÙkj

mnkgj.k 9- 
π

−∫
/4

0
1 sin2x 	���dk eku Kkr dhft,A

gy %	
/ 4

0
1 sin 2x

π
−∫ �!��-

/ 4 2 2
0

cos sin 2 sin cosx x x x
π

+ −∫ �!�

-
/ 4 2

0
(cos sin )x x

π
−∫ �!�

-
/ 4

0
(cos sin )x x

π
−∫ �!�

- [ ] / 4
0

sin cosx x π+

- sin cos
4 4
π π +  

�2��
��3P�2���
�3P�

-
1 1

2 2

 + 
 

�2��3�2���

-
2

2
�/���-� ( 2 1)+ � mÙkj
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�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

mnkgj.k 10- ∫
2

1
logx x ����dk eku Kkr dhft,A

gy % [k.M'k% lekdyu }kjk

2

1
logx x∫ �!��-

22

1

log
2
x

x
 
 
  

�2�
22

1

1
.

2
x

x∫ �!�

-

22

1

log
2
x

x
 
 
  

�2�
2

1

1
2

x dx∫

-
22

1

log
2
x

x
 
 
  

�2�
22

1

1
2 2

x 
 
  

- ��@�,���2�
1
4
�

22

1
x  

- ��@�,���2�
1
4
�0$�2��1

- ���@�,���2�
3
4
� mÙkj

mnkgj.k 11- 
π

∫
/ 4

0
tan x 	���dk eku Kkr dhft,A

gy %
π/

∫
4

0
tan x �!��- [ ] / 4

0
log sec x π

- @�,�
���
4
π
�@�,�
���3

- @�,� 2 �2�@�,��. 0� @�,���-�31

- @�,� 2 � mÙkj

mnkgj.k 12-	
π

∫
/6

0
1 - sin 2x 	���dk eku Kkr dhft,A

gy %
/6

0
1 sin 2x

π
−∫ 	!��-

/6 2 2
0

cos sin 2 sin cosx x x x
π

+ −∫ �!�

-
/6 2

0
(cos sin )x x

π
−∫ �!�

-
/6

0
(cos sin )x x dx

π
−∫ �-�[ ] / 6

0
sin cosx x π+

- sin cos
6 6
π π +  

�2�0
��3�/���
�31

-
1 3
2 2

 
+   

�2��3�/����-�
1 3
2 2

+ �2��

-
1 3 2

2
+ −

�-�
3 1
2
−

� mÙkj
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� fuf'pr lekdyu

iz'ukoyh ��%%��

fuEu lekdyksa dk eku Kkr dhft,µ

��
2 4

1
x∫ �!�� ��

4

1

dx

x∫ � ��
3 / 3
0

xe∫ �!��

��
/ 2

0
cos x

π
∫ �!�� ��

2

1

dx
x∫ � ��

/ 4 2
0

sec x
π

∫ �!��

 �
/ 2

0
sin x

π
∫ �!�� �� 0

sin 3x
π

∫ �!�� !�
/ 2

/ 6
cos x

π

π∫ �!��

���
9

4
x∫ �!�� ���

1

20 1

dx

x+∫ � ���
1

0 2

1

1 x−
∫ �!��

���
/ 4 2

/ 4
cosec x

π

− π∫ �!��

mÙkj

��
31
5

�� � �� !����2���

�� � �� @�,�� �� �

 � � ��
2
3

!�
1
2

���
38
3

���
4
π

���
2
π

��� 2��

15-3 fuf'pr lekdyksa esa izfrLFkkiu ����
������������������������%�������

vfuf'pr lekdy dh Hkk¡fr dHkh&dHkh fuf'pr lekdy esa Hkh pj dks cnyuk vko';d gks tkrk gSA
fØ;k&fof/ ljy cuh jgs vr% izfrLFkkiu osQ lkFk&lkFk lhekvksa dks Hkh cny fn;k tkrk gSA

mnkgj.kkFkZ] eku yks fd ge ψ����-�#�j[ksa rks

[ ( ) ]f x xψ ψ′ ( )∫ �!��- ( )t∫ �!#�

D;k vki tkurs gSa ;fn pj ��osQ fy, lekdyu lhek,¡ &�ls�'�rd gksa] rks #�osQ fy, lhek,¡ lEcU/
#�-�ψ����}kjk dh tkrh gSA

∴�tc���-�&.�rc�#�-�ψ�&��rFkk tc���-�'.�rc�#�-�ψ�'��

∴ [ ( )] ( )
b

a
f x x dxφ φ′∫ �-

( )

( )
( ) .

b

a
f t dt

ψ

ψ∫
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���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

gy lfgr mnkgj.k

mnkgj.k 1- 	
( )

∫
3

1

cos log x
x

����dk eku Kkr dhft,A

gy % 
( )

∫
3

1

cos log x
x

 eku yks�@�,���-�#�rks���>���!��-�!#

tc ��-��.�#�- @�,�����-�3

vkSj tc ��-�!.�#�- @�,�!

∴
3

1

cos (log )x
x∫ �!��-

log 3

0
cos t∫ �!#�-�[ ]log 3

0
sin t

- 
���@�,�!��2�
���3��-�
���@�,�!�� mÙkj

mnkgj.k 2- ∫
1

0 21 +

x

x
	���dk eku Kkr dhft,A

gy % eku yks ��-����θQ ∴ !��-�
����θ�!θ

tc ��-�3.�rks ���θ�-�3�vFkkZr~ θ�-�3

rFkk tc ��-��.�rks ���θ�-���vFkkZr~ θ�-�
1
4
�π

∴
1

0 21

x

x+
∫ �!��-

/ 4

0 2

tan

1 tan

π θ

+ θ
∫ ���
����θ�!θ

-
/ 4

0

tan
sec

π θ
θ∫ ���
����θ�!θ�-�

/ 4

0
sec tan

π
θ θ∫ �!θ

- [ ] / 4
0

sec sec
4

π πθ = �2�
���3�-� 2 �2��� mÙkj

mnkgj.k 3- 
−

∫0 2 2

a x

a x
 �� dk eku Kkr dhft,A

gy % eku yks &��2����-�#.�rks 2����!��-�!#�;k ��!��-�2�
1
2
�!#

vkSj tc ��- 3.�#�-�&��vkSj tc ��-�&.�#�-�&��2�&��-�3

0 2 2

a x

a x−
∫ �!��- 2�

1
2
� 2 2

0 0 1 / 21
2a a

dt
t

t
−= −∫ ∫ �!#

- 2� 2

01/ 21
2

2 a
t  

- 2�03�2��&�����1�-��&������-�&� mÙkj
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� fuf'pr lekdyu

mnkgj.k 4- 
3π

∫
/

0

cos
3 + 4 sin

x
x

����dk eku Kkr dhft,A

gy % eku yks !�/�$�
����-�#.�rks $���
���!��-�!#

vkSj tc ��-�3.�#�- !�/�$�
���3��-�!�/�$��3��-�!.���
���3��-�3

rFkk tc ��-�
1
3
�π.�#�- !�/�$�
��

1
3

 π  
�-�!�/�$� ( 3 / 2) �-�!�/�� 3

∴
/ 3

0

cos
3 4 sin

x
x

π

+∫ �!��-
(3 2 3)

3

1
4

dt
t

+
∫

- [ ]3 2 3
3

1
log

4
t +

�-�
1
4
0@�,��!�/�� 3 ��2�@�,�!1

-
1
4
�

3 2 3
log

3

  +
      

� mÙkj

mnkgj.k 5- 
π

∫ 2
0

sinx x dx  dk eku Kkr dhft,A

gy % 2sinx x dx∫ 	
 21
(2 sin )

2
x x dx∫



1

(1 cos 2 )
2

x x−∫ 	!�

-
1 1
2 2

x dx −∫ � cos 2x x dx∫

- 21 1 1
.

2 2 2
x − �

1 1
sin 2 cos 2

2 4
x x x +  

- 21 1 1
sin 2

4 4 8
x x x− − ���
���. ([k.M'k% lekdyu djus ij)

∴ 2
0

sinx x dx
π

∫ �- 2

0

1 1 1
sin2 cos 2

4 4 8
x x x x

π − −  

- 21 1
[ ]

4 4
π − �0π�
���π1�2� 1

8
�0��
��π1�2� 1

0 0 cos 0
8

 − −  

- 21 1
4 4

π − 031�2�
1
8
0�1�/�

1
8

-
1
4
�π�� mÙkj

mnkgj.k 6- ∫
2

21

logex
x

����dk eku Kkr dhft,A

gy% 2

logex

x∫ 	!��- 2(log ) ( )ex x−∫ �!�

- �@�,������2��
����2� 1(1/ ) ( )x x−−∫ �!�.

[k.M'k% lekdyu djus ij
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��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

- 2��@�,�������
����/� 2x−∫ �!�

- 2�
log 1e x

x x
− �-�2�

log 1e x
x

+ 
  

∴
2

21

loge x

x∫ �!��- 2�
2

1

log 1e x
x

+ 
  

- 2�
log 2 1 log 1 1

2 1
e e + +   −    

    

- 2�
1 1

log 2 1
2 2e

 + −  
0��@�,����-�31

- 2�
1 1 1

log 2
2 2 2e

 − =  
�0��2�@�,���1� mÙkj

mnkgj.k 7- 
π

∫
/2

0

cos
(1 + sin ) (2 + sin )

x
x x

����dk eku Kkr dhft,A

gy % 
����-�#�j[kdj vkaf'kd fHkUu }kjk gy djus ij

/2

0

cos
(1 + sin ) (2 + sin )

x dx
x x

π

∫ 
	
/ 2

0

1 sin
log

2 sin
x
x

π
  +
  +   

- @�,�

1
1 sin 1 sin 02 log

1 2 sin 02 sin
2

 + π   +−   +  + π  

- @�,�

2
2 1 43log log log

13 2 3
2

 
    − = =           

� mÙkj

mnkgj.k 8- 
π

∫
/2

0
sinx x ���dk eku Kkr dhft,A

gy %
/2

0
sinx x

π

∫ �!��- �
/ 2/ 2

0 0
( cos ) 1.( cos )x x x

ππ− − −   ∫ �!�

-
/ 2 / 2

0 0
cos sinx x x

π π− +      

- 2� / 2 / 2
0 0

cos sinx x xπ π+      

- 2� cos 0 sin sin 0
2 2 2
π π π   − + −      

- 2�3�/��

- �� mÙkj
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� fuf'pr lekdyu

iz'ukoyh ����

y?kq mÙkjh; iz'u

fuEu lekdyksa dk eku Kkr dhft,µ

��
3

1

log x
x∫ �!� ��

2

1

cos (log )x
x∫ �!�

��
1

0
log 1

2
x

x  +  ∫ �!� ��
1

xe e
x∫ ���/���@�,����!�

��
11

20

sin

1

x

x

−

−∫ �!� ��
1 21

20

(tan )

1

x

x

−

+∫ �!�

 �
11

20

sin

1

x x

x

−

−∫ �!� ��
1

20

sin tan

1

x

x

−∞

+∫ �!�

!�
( ) ( )

dx

x x

β

α − α β −∫ Q�β�6�α ���
1

20 1

x

x−∫ �!�

��� −∫ 2 2

0

a
a x �!� ���

−
+∫

21

20

1

1

x
x

x
�!�

���
21

60 1

x dx

x+∫ ���
2 21

2 20

a x
x

a x

−
+∫ �!�

���
1

20 3 2

dx

x x+ +∫ ���
1

40

2

1

x

x+∫ �!�

� �
2

0

2
2

x
x

+
−∫ �!��

mÙkj

��
2(log 3)

2
�� sin (log 2) ��

3 3 3
log

4 2 2
−

�� �� �� 21
8

π ��
3

192
π

 � � �� � !� π

��� � ���
2

4
aπ

���
2

4
π −

���
12
π

���
2 ( 2)

4
a π −

���
11 1

tan
2 2 2

−

���
4
π

� � 2π +
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��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

1- fjDr LFkkuksa dh iwfrZ djsa � �@@����+���@�E
�µ

1- tc fdlh iQyu dk lekdy fdUgha nks fuf'pr lhekvksa osQ fy, Kkr fd;k tkrk gS rks mls ---------

dgrs gSaA

2- fdlh fuf'pr lekdy dk eku iw.kZr;k ---------  gksrk gSA

3- vfuf'pr lekdy dh Hkk¡fr dHkh&dHkh fuf'pr lekdy esa Hkh pj dks cnyuk ---------  gks tkrk gSA

4- fuf'pr lekdy osQ eku ij lekdyu ---------  dk dksbZ izHkko ugha iM+rk gSA

5- la[;k & tks lekdyu fpÉ osQ uhps fy[kh tkrh gSA og lekdyu dh ---------  dgykrh gSA

15-4 fuf'pr lekdy osQ lkekU; izxq.k �*�����&����������
������������
���%��&
�

izxq.k 1- ∫ ( )
b

a
f x  ��	
	� ∫ ( )

b

a
f x  ���

izek.k �&���'�" eku yhft, ( )f x∫ �!��-�$���

∴ ck;k¡ i{k - ( )
b

a
f x∫ �!��-� ( ) b

a
F x   �-�$�'��2�$�&�

nk;k¡ i{k - 2� ( )
a

b
f x∫ �!��-�2� ( )

a

b
F x  

- 2�0$�&��2�$�'�1�-�$�'��2�$�&�

∴ ( )
b

a
f x∫ �!��- 2� ( )

a

b
f x∫ �!��

izxq.k 2- ∫ ( )
b

a
f x  ����� ∫ ( )

b

a
f t  ���

izek.k �&���'�" ck;k¡ i{k - ( )
b

a
f x∫ �!��-� ( ) b

a
F x   �-�$�'��2�$�&�

 nk;k¡ i{k - ( )
b

a
f t∫ �!#�-� ( ) b

a
F t   �-�$�'��2�$�&�

∴ ( )
b

a
f x∫ �!��- ( )

b

a
f t∫ �!#�

izxq.k 3- ∫ ( )
b

a
f x  ��	
 ∫ ( )

c

a
f x  ��	 ∫ ( )

b

c
f x  ���	tcfd	�	$	�	$	��
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� fuf'pr lekdyu

izek.k	�&���'�"	eku yks� ( )f x∫ �!��-�$���

rc] ck;k¡ i{k - ( )
b

a
f x∫ �!��-� ( ) b

a
F x   �-�$�'��2�$�&�

rFkk nk;k¡ i{k - ( )
c

a
f x∫ �!��/� ( )

b

c
f x∫ �!�

- ( ) ( )
c b

a c
F x F x+      

0$�%��2�$�&�1 /�0$�'��2�$�%�1�-�$�'��2�$�&�

bls O;kid :i nsus ij

( )
b

a
f x∫ �!��-�

1 2

1 1

( ) ( ) ..... ( ) ( )
n

n n

c c c b

a c c c
f x dx f x dx f x dx f x dx

−

+ + + +∫ ∫ ∫ ∫
tcfd &�; %��;�%��;�%��;�������%��;�'�

izxq.k 4- ∫0
( )

a
f x  ��	
 −∫0

( )
a

f a x  ���

izek.k �&���'�"	eku yhft, &�2���-�# ∴ 2�!��-�!#�;k !��-�2�!#

vkSj tc ��-�3.�rc #�-�& vkSj tc ��-�&. rc #�-�3

∴ nk;k¡ i{k -
0

( )
a

f a x−∫ �!��-�
0

( )
a

f t∫ ��2�!#��-�2�
0

( )
a

f t∫ �!#

-
0

( )
a

f t∫ �!# (izxq.k 1 ls)

- �
0

( )
a

f x∫ �!� (izxq.k 2 ls)

- ck;k¡ i{kA

izxq.k 5- 
−∫ ( )
a

a
f x 	��	
	�� ;fn �����	��dk fo"ke iQyu ��((	'��������	gSA

vFkkZr~  �2����- 2� ���

( )
a

a
f x

−∫ �!��- ��
0

( )
a

f x∫ �!�

;fn �����	�	 dk le iQyu ��)��	'��������	gS vFkkZr~ ���	��	
	�����

izek.k �&���'�"	 ( )
a

a
f x

−∫ �!��-�
0

( )
a

f x
−∫ �!��/�

0
( )

a
f x∫ �!� ������

��2�&�;�3�;�&
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��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

vc
0

( )
a

f x
−∫ �!��-

0
( )

a
f t−∫ ��2!#�. 0��-�2�#�⇒�!��-�2�!#�j[kus ij1

- 2�
0

( )
a

f t−∫ �!#

-
0

( )
a

f t−∫ �!# (izxq.k 1)

-
0

( )
a

f x−∫ �!� (izxq.k 2)

fLFkfr �"	;fn �����	�	dk fo"ke iQyu ��((	'��������	gSA

rc  �2����- 2� ��� (ifjHkk"kk ls)

0
( )

a
f x

−∫ �!��- 2�
0

( )
a

f x∫ �!�

vr% lehdj.k ����ls]

( )
a

a
f x

−∫ �!��- 2�
0

( )
a

f x∫ �!��/�
0

( )
a

f x∫ �!��-�3�

fLFkfr ��"	;fn �����	�	dk le iQyu ��)��	'��������	gSA

rc  �2���-  ��� (ifjHkk"kk ls)

∴
0

( )
a

f x
−∫ �!��-

0
( )

a
f x∫ �!�

vr% lehdj.k ����ls]

( )
a

a
f x

−∫ �!��-
0

( )
a

f x∫ �!��/�
0

( )
a

f x∫ �!�

-
0

2 ( ) .
a
f x dx∫

gy lfgr mnkgj.k

mnkgj.k 1% fl¼ dhft, fd

π

∫
/2 2

0
sin x 	��	


π π −  ∫
/2 2

0
sin

2
x 	���

gy% ck;k¡ i{k -
/ 2/ 2

0 0

1 cos 2 1 sin 2
2 2 2

x x
dx x

ππ −  = −  ∫

-
1 sin sin 0
2 2 2

π π − −  
�-�

1
.

2 2 4
π π= ������

nk;k¡ i{k -
/ 2

2

0
sin

2
x

π π −  ∫ �!�
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� fuf'pr lekdyu

-
/ 2 2

0
cos x

π

∫ �-�
/ 2

0

1 cos 2
2

xπ +∫ �!�

-
/ 2

0

1 sin 2
2 2

x
x

π
 +  

-
1 sin sin 0

0
2 2 2

 π π − − +    

-
4
π

������

∴ ck;k¡ i{k - nk;k¡ i{kA

mnkgj.k 2% fl¼ dhft, fd

	
π

− π∫
/2

/2
sinx x 	���
	�	

π

∫
/2

0
sinx x 	��

rFkk ��
π

−π∫
/2

/2
cosx x ���	
	��

gy% ;gk¡ ij iQyu  ����- ��
���

∴  �2����- �2����
���2����-���
����-� ���

vr% iQyu le gS

∴
/2

/2
sinx x

π

−π∫ �!��- ��
/ 2

0
sinx x

π

∫ �!�

;fn  ����-�����
��

∴  �2����- �2������
��2����-�2�����
���-�2� ���

vr% iQyu fo"ke gSA

∴
/ 2

/ 2
cosx x

π

−π∫ �!��- 3�

mnkgj.k 3% fl¼ dhft,µ

π

∫
/2

0
sin 2x  ���	���	�	���-���

gy % ekuk -�-
/ 2

0
sin 2x

π

∫ �@�,������!� ������

-
/ 2

0
sin 2 log tan ,

2 2
x x dx

π π π   − −      ∫ �izxq.k (4) ls

-
/ 2

0
sin

π

∫ ��π�2�����@�,�������!�



uksV

VED1

E\L-LOVELY-H\math15-1 IInd 6-8-11 IIIrd 24-1-12 IVth 21-4-12 Vth 20-8-12 VIth 10-9-12
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�����������
���
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-
/ 2

0
sin

π

∫ ����@�,�������!� �������

lehdj.k ����vkSj �����dks tksM+us ij]

�-�-
/ 2

0
(sin 2 log tan sin 2 log cot )x x x x

π
+∫ �!�

-
/ 2

0
sin 2x

π

∫ ��@�,������/�@�,��������!�

-
/ 2

0
sin 2 .logx

π

∫ ��������������!�

-
/ 2

0
sin 2 .logx

π

∫ ���!�

-
/ 2

0
sin 2 .0x

π

∫ �!��-�3

∴ -�- 3�
mnkgj.k 4% fl¼ dhft,µ

3π

π∫
2/8

2 2/8

tan
tan + cot

x
x x

	��	
	
π
8
�

gy % ekuk -�-�
23 / 8

2 2/ 8

tan

tan cot

x

x x

π

π +∫ ������

��-�
2
π
�2�#�j[kus ij D;ksafd &�/�'�-�

3
8 8 2
π π π+ =

-�-
2/ 8

2 23 / 8

cot

cot tan

t

t t

π

π +∫ ��2�!#�

-�-
23 / 8

2 2/ 8

cot

cot tan

t

t t

π

π +∫ �!#

;k -�-
23 / 8

2 2/ 8

cot

cot tan

t

x x

π

π +∫ �!� ������

lehdj.k (1) o (2) dks tksM+us ij

�-�-
3 / 8

/ 8
dx

π

π∫ -� 3 / 8
/ 8

x π
π  

�-�-
8 8 4
3π π π− =

;k -�-
8
π
� mÙkj
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� fuf'pr lekdyu

iz'ukoyh ����

foLr`r mÙkjh; iz'u

�� fl¼ dhft, fd 
/ 2

0
log

π

∫ ��������!��-�3�

�� fl¼ dhft, fd 
4

1 5

x dx

x x− +∫ �-�
3
2
�

�� fl¼ dhft, fd 
/ 2

0 1 tan

dx

x

π

+∫ �-�
4
π
�

�� fl¼ dhft, fd 
/ 2

0

sin
sin cos

x
x x

π

+∫ �!��-�
4
π
�

15-5 vuUr lhek okys lekdy ����%��&������������4�����

;fn fdlh fuf'pr lekdy dh mPp lhek ∞�gks rks

( )
a

f x
∞

∫ !��dk vFkZ gS fd lim ( )
b

b a
f x

→ ∞ ∫ �!�.

izfrcU/ ;g gS fd lhek dksbZ ifjfer ��������jkf'k gksA

;fn fdlh fuf'pr lekdy dh fuEu lhek 2�∞�gks rks

( )
b

f x
− ∞∫ �!��dk vFkZ gS fd lim ( )

b

a a
f x

→ − ∞ ∫ �!�.

izfrcU/ ;g gS fd lhek dksbZ ifjfer la[;k gksA

gy lfgr mnkgj.k

mnkgj.k 1% 
∞

∫ 21

1
x

����dk eku Kkr dhft,A

gy % 21

1

x

∞

∫ 	!��-
1

1
lim

b

b x→ ∞

 −  
�-�

1
lim 1
b b→ ∞

 − +  
�-��� mÙkj

mnkgj.k 2% 
∞

∫ 20

1
1 + x

	���dk eku Kkr dhft,A

gy % 20

1

1 + x

∞

∫ �!��-
1

0
lim tan

b

b
x−

→ ∞
 
 

- lim
b → ∞

�������'�2������3��-�
1
2
�π� mÙkj
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�����������
���
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mnkgj.k 3% 
∞

∫ 2 20 (1 + )
dx

x
�dk eku Kkr dhft,A

gy % igys ge -�-� 2 20 (1 )

b dx

x+∫ �dk eku Kkr djsaxsA

ekuyks ��-����θ ∴ !��-�
����θ�!θ

vc θ�dh lhek,¡ 3.������'�gSaA

-�-
11 12tan tan tan2

40 0 0

sec 1 cos 2
cos

2sec

bb bd
d

−− −θ θ + θ= θ θ =
θ∫ ∫ ∫ �!θ

-

1
tan 1

2
0

sin 2 tan 2
2 4 2 4(1 )

b

b b

b

−
−θ θ + = +  + 

�

∴ vHkh"V lekdy -
1

2

1
tan 2lim 0

12 4 41b

b b

b

−

→ ∞

 
  π π+ = + = 
 +  

� mÙkj

iz'ukoyh (521

y?kq mÙkjh; iz'u

fuEu lekdyksa dk eku Kkr dhft,µ

�� 2 20

dx

a x

∞

+∫ � ��
2 2 20

dx

x a x

∞

+∫ � ��
/ 2

0

xe
∞ −∫ �!��

��
0

xxe
∞ −∫ �!�� �� 20 1

x

x

e dx

e

∞

+∫ � ��
2

6 21

( 3)

( 1)

x dx

x x

∞ +
+∫ ��

mÙkj

��
2a
π

�� 2

2 1
a

 −
   

�� �

�� � ��
π
4

��
1

(58 15 )
30

− π

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

2- cgqfodYih; iz'u ���@���@���+�����)��
���
�µ

6- ( )
a

f x dx
∞

∫  dk vFkZ gSµ

�&� lim ( )
b

ab
f x dx

→ ∞ ∫ �'� lim ( )
a

bb
f x dx

→ ∞ ∫
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� fuf'pr lekdyu

�%�
0

lim ( )
b

ab
f x dx

→ ∫ �!� lim ( )
b

aa
f x dx

→ ∞ ∫

7- ;fn fdlh fuf'pr lekdy dh fuEu lhek −∞ gks] rks ( )
b

f x dx
− ∞∫  dk vFkZ gSµ

�&� lim ( )
b

aa
f x dx

→ ∞ ∫ �'� lim ( )
b

aa
f x dx

→ −∞ ∫

�%� lim ( )
a

ba
f x dx

→ −∞ ∫ �!�
0

lim ( )
b

aa
f x dx

→ ∫

8- 21

1
dx

x

∞

∫  dk eku gksxkµ

�&� 3 �'� ∞

�%� � �!� 2�

15-6 lkjka'k ���������

• ;fn LorU=k pj ��osQ nks fufnZ"V ekuksa �	�@��
�.�eku yks] &�vkSj '�osQ fy, iQyu  ����osQ lekdy
$��� osQ ekuksa esa vUrj $�'��2�$�&��gS] rks bl vUrj dks vUrjky 0&.�'1�osQ fy,  ����dk fuf'pr
lekdy ������������,��@��dgrs gSaA

• fdlh fuf'pr lekdy ������������,��@��dk eku iw.kZr;k vf}rh; ���B��� gksrk gSA

• fn;s gq, iQyu dk lekdy ����,��@��Kkr djosQ mls cM+s dks"Bd �����E����esa j[kks rFkk dks"Bd
osQ nkfguh vksj lekdyu dh lhek,¡ fy[kksA vc lekdy esa pj jkf'k osQ LFkku ij mPp lhek j[kdj
izkIr iQy esa ls] mlh lekdy esa fuEu lhek j[kdj izkIr iQy dks ?kVk nksA gy djus ij vHkh"V
lekdy Kkr gks tk;sxkA

• vfuf'pr lekdy dh Hkk¡fr dHkh&dHkh fuf'pr lekdy esa Hkh pj dks cnyuk vko';d gks tkrk gSA
fØ;k&fof/ ljy cuh jgs vr% izfrLFkkiu osQ lkFk&lkFk lhekvksa dks Hkh cny fn;k tkrk gSA

15-7 'kCndks'k � ��!���
�

• iQyu � ������% izdk;ZA

• fuEu lhek �@�&���@�����% fuEure lhekA

• mPp lhek �R�����@�����% vf/dre lhekA

15-8 vH;kl&iz'u �"�	��!�#��
����
�

1-
/ 4 2

0
tan x dx

π

∫  dk eku fudkysaA (mÙkj% 1
π−
4
)

2- 2

0

a
y dx∫  dk eku fudkysa] tgk¡ ���/����-�&� (mÙkj% 22

3
a )
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3- 2

0
sinx x dx

π

∫  dk eku ifjdfyr dhft,A (mÙkj% 
1
4

2π )

4- fl¼ dhft, fd 
0 0

( ) ( )
a a
f x dx f a x dx= −∫ ∫

5- fl¼ dhft, fd 
2

0
sin 2 log tan 0x x dx

π/
=∫

mÙkj % Lo&ewY;kadu ��
����������������	�
��

�� fuf'pr lekdyu �� vf}rh; !� vko';d $� vpj

'� fuEu lhek *� �&� 7� �'� 8� �%��

15-9 lanHkZ iqLrosaQ �����$���"�����%
�

iqLrdsa 1- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ ;kekus µ izSfUVl gkWy bfUM;kA

2- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ ekydkWe] fudksyl] ;w-lh- yUnuA

3- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ fleksu vkSj Cywe µ ohok ifCyosQ'kuA

4- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ esgrk vkSj enukuh µ lqYrku pUn ,.M lUlA

5- xf.krh; vFkZ'kkL=k µ ekbdy gSjhlu] iSfVªd okYMjuA

6- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkyZ ih- fleksu] ykWjsUl CyweA

7- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl ,.M iQkbukUl µ ekfVZu ukeZuA

8- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkmQfUly iQkWj bdksukWfed ,tqosQ'kuA

9- ,lsfU'k;y eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ uWV lsMsLVj] ihVj gkeUM] izSfUVl gkWy ifCy-
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����������	�
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��� ���

bdkbZ���� lekdyu osQ vkfFkZd iz;ksx

bdkbZµ���% lekdyu osQ vkfFkZd iz;ksx
�������	�
���	���	���
��
��������	���

vuqØef.kdk ����������

mís'; ��������	�
�

izLrkouk ������������

���� leryh; oØksa osQ varxZr {ks=kiQy �������������������	�
�

���� vFkZ'kkL=k esa lekdyu dk mi;ksx ��
��������������������� ��
�

���! lkjka'k �"�  ��#�

���$ 'kCndks'k �%�#&���
�

���' vH;kl&iz'u �(�	��&�)��
���
�

���� lanHkZ iqLrosaQ �*���+���(�����
�

mís'; ��������	�
�

bl bdkbZ osQ vè;;u osQ i'pkr~ fo|kFkhZ ;ksX; gksaxsµ

• leryh; oØksa osQ varxZr {ks=kiQy fudkyus esaA

• vFkZ'kkL=k esa lekdyu osQ mi;ksx dks tkuus gsrqA

izLrkouk ������������

vktdy lekdyu dk iz;ksx vFkZ'kkL=k esa rsth ls c<+k gSA fuf'pr lekdy ,d ;ksx dh lhek gSA vFkZ'kkL=k
esa iz;ksx dks ge fuEu rF;ksa ls Li"V dj ldrs gSaµ

1- lhekar ykxr] vkSlr ykxr rFkk oqQy ykxr pw¡fd lhekar ykxr ,�
( )d c

dq
 gksrs gSa vr% oqQy ykxr

( )
.

d c
dq

dq∫
2- miHkksDrk cpr % miHkksDrk cpr dks Hkh lekdyu fof/ ls Kkr fd;k tk ldrk gSA

16-1 leryh; oØksa osQ varxZr {ks=kiQy �������������������	�
�

eku yks fd ���� oØ ��,������ dks iznf'kZr djrk gS] tgk¡ �����- izkUr .�-�	/ esa � dk dksbZ larr iQyu
gS rFkk eku yks fd tSls � dk eku � ls 	 rd c<+rk gS � Hkh c<+rk gh tkrk gSA eku yks fd �
 rFkk ��
Øe'k% ��,�� rFkk ��,�	 ij dksfV;k¡ gSaA
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���
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oØ ij fLFkr dksbZ fcUnq ����-��� yks rFkk eku yks fd � mldh dksfV gSA oØ ij � osQ lehi
,d vU; fcUnq ����0�δ�-���0�δ�� yks rFkk eku yks fd �� bldh dksfV gSA

�� vkSj � ij Øe'k% ������ yEc [khapks rks

��, �-����,���0�δ�1
∴ ��, δ�

rFkk ��, ��

���, ��0�δ�1 ∴ ���,�δ��

;fn 
�� rFkk 
��� {ks=kiQyksa dks Øekuqlkj
��0�δ� ls izdV fd;k tk, rks

δ��, {ks=kiQy 
����2�{ks=kiQy 
���,

{ks=kiQy����

vc ��� {ks=kiQy ifjek.k esa ��� rFkk
��� vk;rksa osQ chp esa fLFkr gS] vFkkZr~

�δ��3 δ��3����0�δ���δ�

;k ��3
S

y y
x

δ < + δ
δ ] (δ� ls Hkkx nsdj) ������

;k
dS
dx
�, ��,������- ¹tcfd δ��→�4 rFkk ���→�4º

vr% ( )
b

a
f x dx∫ �, = =∫ ∫. [ ]

b b
b
a

a a

dS
dx dS S

dx

, ���dk eku tc���,�	��2����dk eku tc���,���

, {ks=kiQy�
����

fuf'pr lekdy ,d ;ksx dh lhek �5� ��� gS eku yhft, dksbZ iQyu ����� fdlh vUrjky .��
	/ esa larr ��������� gS ftldk vkys[k ,d oØ gS ftlesa � vkSj � dksbZ nks fcUnq gSaA �6v{k ij �

vkSj �� yac gSaA 7�8 rFkk 7	8 Øe'k% fcUnqvksa � vkSj � osQ Hkqt gSaA vUrjky .�-�	/ vFkkZr~ 
� dks] ftldk
eku �	�2��� gS] � cjkcj vR;Ur NksVs Hkkxkssa esa ck¡Vk x;k gSA eku yhft, fcUnq � o � tks oØ ij gSa] osQ

Hkqt Øe'k% ���0���� rFkk ( 1 )a r h+ +  gSaA � o �� mudh dksfV;k¡ gSaA bl izdkj lhekUr fLFkfr esa tc

��→�4-���� ,d cgqr gh NksVk vk;r gSA bl vk;r dk {ks=kiQy �����0�����9�� gksxkA bl izdkj ;ksx
osQ 'kCnksa esa ge fuf'pr lekdy

.lim [ ( ) ( 2 ) ..... ( )]
n

h f a h f a h f a nh
→ ∞

+ + + + + +

,
1

lim . ( ),
n

n
r

h f a rh
→ ∞

=

+∑ tgk¡�	�2���,���

, ( )
b

a
f x dx∫ �ls fu:fir djrs gSaA

C
P

S Q

R
�y

D y f x= ( )

x
b

=

x
a

=

A M N B XX� O

Y�

Y

xx
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bdkbZ���� lekdyu osQ vkfFkZd iz;ksx

uksV~l ( )
b

a
f x dx∫  og lEiw.kZ {ks=kiQy gS tks oØ ��,������-��6v{k vkSj ��,���ls ��,�	 lhekvksa

osQ vUnj curk gSA

oØ ��,������-��6v{k rFkk js[kkvksa ��,�� vkSj ��,�	 ls f?kjs {ks=k 
��� dk {ks=kiQy fuEu lw=k ls
Kkr fd;k tkrk gS%


�,
x b

x a
y dx

=

=∫
ck;ha vksj osQ fljs � ij � dk eku ���,��� lekdyu dh

fuEu lhek rFkk nk;ha vksj osQ fljs � ij � dk eku ���,�	�
lekdyu dh mPp lhek ekuh tkrh gSA

blh izdkj oØ ��,������-��6v{k rFkk js[kkvksa ��,�� rFkk
��,�	 ls f?kjs {ks=k dk {ks=kiQy fuEu lw=k ls Kkr fd;k tkrk gSµ


�,
y b

y a
x dy

=

=∫
bl n'kk esa lekdyu dh lhek,¡ uhps ls Åij dks yh tkrh gSaA

gy lfgr mnkgj.k

mnkgj.k 1- ����������v{k ,oa dksfV �	
	� osQ chp dk {ks=kiQy Kkr dhft,A

gy % fn;s gq, oozQ dk lehdj.k

��, �� ������

lehdj.k (1) esa ��,�4 j[kus ij ��,�4 �∴ �6v{k ij���,�4�

∴ vHkh"V {ks=kiQy�,
2 2 2

0 0 0
ydx mx dx m x dx= =∫ ∫ ∫

,
22

0

(4 0) 2
2 2
x m

m m
 

= − = 
  

oxZ bdkbZA mÙkj

mnkgj.k 2- ijoy; ��	
	�� rFkk ljy js[kk �	
	� osQ chp dk {ks=kiQy Kkr dhft,A

gy % ijoy; dk lehdj.k

���, $�

js[kk ��,�$ ijoy; ls 
 rFkk � ij feyrh gSA

vHkh"V {ks=kiQy ��
� gSA

O

A
y

f x
=

(
)

x
a

=

x
b

=

D C

Y

X

B
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vr% {ks=kiQy�,
4

0
2 y dx∫

,
14 4
2

0 0
2 4 4x dx x dx=∫ ∫

,

43
2

0

2
4

3
x

 
 ×
  

,
3
28

4 0
3

 
 −
  

,
8 64

(8 0)
3 3

− = �oxZ bdkbZA mÙkj

mnkgj.k 3- nh?kZo`Ùk 
2 2

2 2

x y
+

a b

	 dk {ks=kiQy Kkr dhft,A

gy % nh?kZo`Ùk 
�
′�′ dk {ks=kiQy Kkr djuk gSA ge igys {ks=k �
� dk {ks=kiQy Kkr djsaxs vkSj
pkSxquk djus ij vHkh"V {ks=kiQy Kkr gks tk;sxkA

�
2 2

2 2

x y

a b
+ �, �

∴ ���, 	�
2

2
1

x

a

 
−   

⇒ ��, 2 2b
a x

a
−

fcUnq � osQ fy, ��,�4 vkSj 
 osQ fy, ��,�4 j[kus ij] fcUnq � o 
 osQ funsZ'kkad Øe'k% ��-�	�
o ��-�4� gksaxsA

∴ vHkh"V {ks=kiQy�,
0

4
a

y dx∫
, 2 2

0
4

a b
a x dx

a
−∫

, 2 2 2 1

0

1
4 sin

2 2

a
b x x

a x a ab
a a

− − + = π  
�oxZ bdkbZA

mÙkj

mnkgj.k 4- ijoy; ��	
	��� vkSj bldh ukfHkyEc thok ls f?kjs {ks=k dk {ks=kiQy Kkr dhft,A

gy % ijoy; dk lehdj.k

���, $��

rFkk ukfHkyEc thok dk lehdj.k ��,���

ukfHkyEc thok ijoy; ls � vkSj �′�fcUnqvksa ij feyrh gSA

x

A

B

O

B (0, )b

y

O

( , 0)a

A
X

A�

B�

Y

dx
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bdkbZ���� lekdyu osQ vkfFkZd iz;ksx

vHkh"V {ks=kiQy ��′��� gSA

;fn 
 {ks=kiQy gks] rks


�,
0

2
a

y dx∫

,
0

2 4
a

ax dx∫

, 1 / 2 1 / 2 1 / 2 1 / 2

0 0
2 2 2 2

a a
a x dx a x dx= ×∫ ∫

,
3 / 2

1 / 2 1 / 2 3 / 2

0
0

2.4
4

3/2 3

a
ax

a a x
   =     

, 28
3

a �oxZ bdkbZA mÙkj

VkLd ijoy; ���,�$� rFkk ljy js[kk ��,�$ osQ chp dk {ks=kiQy fudkysaA (mÙkj% 28
3

a  oxZ bdkbZ)

iz'ukoyh 16-1

y?kq mÙkjh; iz'u

fuEufyf[kr oØksa] ��v{k vkSj nh gqbZ dksfV;ksa }kjk f?kjs {ks=kiQy dks Kkr dhft,%

1- ��
���-���,�4 ls ��,�� rdA

2- ��
���
���-���,�4 ls �π rdA

¹laosQr% vHkh"V {ks=kiQy , 
2 2 2

00 0
sin cos siny dx x x dx x x x

π π π= = − +  ∫ ∫  [k.M'k%

lekdyu djus ijAº

3- ��
�
2

8
1 , 2x

x
 + =  

�ls ��,��4 rdA

4- ��
� 21
5 , 2

10
x x+ =  ls ��,��4 rdA

5- ���
�	�-���,�� ls ��,�	 rdA

6- ��
��
2xe ����,�4 ls � , 	 rdA

7- ljy js[kk � , �����6v{k rFkk dksfV ��,�! osQ vUrxZr {ks=kiQy Kkr dhft,A

aa
S

2a

L

L�

O X

Y
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8- ljy js[kk � , 
1
2

a �}kjk foHkkftr o`Ùk ���0����,��� osQ Hkkxksa osQ {ks=kiQyksa dk vuqikr Kkr dhft,A

¹laosQr% vHkh"V Hkkxksa osQ {ks=kiQyksa dk vuqikr eku yhft, ��,���
��θº-

,
/ 2

/ 2
:

a a

a a
y dx y dx

−∫ ∫

,
/ 2

2 2 2 2

/ 2
:

a a

a a
a x dx a x dx

−
− −∫ ∫

mÙkj

�� ���2�� �� �π�oxZ bdkbZ !�
56
5

 oxZ bdkbZ

4- 1
73

15
 oxZ bdkbZ 5- 2 log

b
b

a
 
  

6-
21

1
2

be − 

7-
9
2

m  oxZ bdkbZ 8- (4 3 3) : (8 3 3)π − π +

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

1- fjDr LFkkuksa dh iwfrZ djsa �*�������+�����:
�µ

�� vktdy lekdyu dk iz;ksx vFkZ'kkL=k esa --------- ls c<+k gSA

�� fuf'pr lekdyu ,d --------- lhek gSA

!� miHkksDrk cpr --------- fof/ ls Kkr fd;k tk ldrk gSA

16-2 vFkZ'kkL=k esa lekdyu dk mi;ksx ��
������������������������
�

vktdy lekdyu dk iz;ksx vFkZ'kkL=k esa rsth ls c<+k gSA bls ge fuEufyf[kr rF;ksa ls Li"V dj ldrs
gSaµ

1- lhekUr ykxr] vkSlr ykxr rFkk oqQy ykxr

pw¡fd lhekUr ykxr�,
( )d c

dq
�gksrk gS] vr%

oqQy ykxr�, ( ) .d c
dq

dq∫

;gk¡] 
( )d c

dq
 , lhekUr ykxr] ��, oqQy ykxr] ���, mRiknu esa ifjorZuA
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� lekdyu osQ vkfFkZd iz;ksx

mnkgj.k 1- fdlh iQeZ dh lhekUr ykxr 
	�	�	��		�	�	� nh gqbZ gS rks oqQy ykxr fudkyks
tcfd rhu bdkbZ mRiknu djus ij oqQy ykxr 300 #- gksrh gSA

gy % ge tkurs gSa fd oqQy ykxr]

���, 2(3 150 9 )q q dq+ −∫
,

2 3

3 150
2 3

q q
q c+ − +

, !��0�;'���2�!���0��

rFkk vkSlr ykxr] 
��, 23 75 3
TC c

q q
Q Q

= + − +

pw¡fd���,�! rFkk ���,�!44 fn;k gqvk gS] vr%

!44�, �!�9�!��0�;'��!���2�!�9�!�9�!�0��

, <�0��;'�9�<��2��;�0��

, <�0��;'�2��;�0��

;k ��, �2�;'�0�!44�,�2�!';

���, !��0�;'���2�!���2�!';

rFkk 
��, !�0�;'��2�!���2�
357
q
�

mnkgj.k 2- ;fn fLFkj ykxr 100 #- gS vkSj lhekUr iQyu ���	�	�� osQ :i esa gS] rks oqQy
ykxr iQyu Kkr dhft;sA

gy % ge tkurs gSa fd oqQy ykxr ,� ∫ ������ ����

vr% ���, (6 3)x dx+∫

,
26

3
2
x

x c+ +

;gk¡ fLFkj ykxr ,��44 #- gS rks ,slh n'kk esa mRiknu 'kwU; (vFkkZr~ ��,�4) gksus ij Hkh fLFkj ykxr
�44 #- gh ;Fkkor~ cuh jgsxh rFkk oqQy ykxr Hkh �44 #- gh gksxhA ,slh n'kk esa

���, ���9�4��0��!�9�4���0���,��44

vr% oqQy ykxr iQyu !���0�!��0��44 gksxkA

2- miHkksDrk cpr

miHkksDRkk cpr dks Hkh lekdyu fof/ ls Kkr fd;k tk ldrk
gSA bls ge fuEu }kjk Li"V dj ldrs gSaA bl js[kkfp=k esa �� ek¡x gSA
miHkksDrk fdlh oLrq dh �� dher nsrk gS rFkk ekuk og �� Ø;
djrk gSA js[kkfp=k esa {ks=k ���� osQ cjkcj miHkksDrk oLrq dh ��
ek=kk dh oqqQy dher nsus dks rS;kj gS fdUrq og okLro esa ���� dher
nsus dks rS;kj gSA miHkksDrk cpr nksuksa dk vUrj gSA

D

Y

R

D
P

O X X

miHkksDrk cpr

oLrq dh ek=kk

d
he
r
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��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

D;k vki tkurs gSa miHkksDrk cpr 
 {ks=kiQy �������{ks=kiQy ����

, ∫0

x
(ek¡x oØ) ���2� ����

mnkgj.k 3- ekuk dksbZ ek¡x oØ 
	
	��	�	��	�	��� gks vkSj ����� bdkbZ gks rks miHkksDrk
cpr fudkfy;sA

gy % ;gk¡ ek¡x oØ]  � ,� �44� 2� '�� 0� !�� gS rFkk ek¡x dh ek=kk �� ,� ' gS rks ;gk¡
 �,��44�2��'�9�!��0��!�9�'�9�'��,��44�2�<4�,��4

miHkksDrk cpr�,
0

x

∫ (ek¡x oØ)����2� ��

,
3 2

0
(100 5 3 ) ( 3)x x dx p− + − ×∫

,

32 3

0

5 3
100 30

2 3
x x

x
 

− + − 
  

, �44�9�!�2�
5
2
��!�9�!��0��!�9�!�9�!��2�!4

, !44�2����'�0��;�2�!4�,��;$�'�

mnkgj.k 4- ek¡x iQyu% 
	
	��	�	��	�	�� gS] ;fn 
	
	� gks rks miHkksDrk cpr D;k gksxh\

gy % ek¡x iQyu_  �,�'4�2�'��2���

;fn� �, 4�gks rks

4�, '4�2�'��2���

vFkok ���0�'��2�'4�, 4

���0��4��2�'��2�'4�, 4

;k ����2��4��2�'���0��4��, 4

;k ���2�'�����0��4��, 4

��2�'�,�4 ;k ��,�'1 blh izdkj ��0��4�,�4 ;k ��,�2��4

;fn ge ��,�2��4 dks NksM+ nsa D;ksa ��3�4] vr%

miHkksDrk cpr�,
5

2

2
(50 5 )x x dx p x− + − ×∫

, − + − ×∫
5 2

0
(50 5 ) 0 5x x dx

,
52 3

0

5
50

2 3
x x

x
 

− − 
  

,
5 5 5

50 5 5 5 5
3

× × × − × ×  
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� lekdyu osQ vkfFkZd iz;ksx

, �'4�2���'�2
125 125

125
3 3

= −

,
375 125 250

83.33
3 3
− = = � mÙkj

iz'ukoyh 16-2

Lo;a gy dhft,

1- Kkr dhft, % 2 cosx x dx∫ -

2- lekdyu Kkr dhft, % 7(8 7 )x dx+∫ -

3- Kkr dhft, % 
1

22
0

cos x dx∫ -

4- fuEufyf[kr dk eku Kkr dhft, %

�!� 2 2

dx

a x+∫ �!!�
sin

sin( )
x

dx
x − α∫ -

5- Kkr dhft, %

�!� 2 34 3x x +∫ �!!�
24 9

dx

x −∫

�!!!�
2

2

4

3 2

x

x x

−
+ +∫ �� �!"� 3 xx e dx∫

6- lekdyu dhft, %

�!�
3

31

x

x

e

e+
�!!�

3
(3 1) ( 3)

x
x x+ −

�!!!� ��������- �!"� 
������0�	��

7- oqQy ykxr iQyu ����� Kkr dhft, ;fn ��, oqQy mRiknu

�!� !���2�$���0�'-���,�4 ij �44 #- oqQy ykxr

�!!� 100
, 0x

x
=  ij �44 #- oqQy ykxr

�!!!� ��;'�2�4�444���-���,�4 ij 10]485 #- oqQy ykxrA

8- Kkr dhft,%

�!�
5 3

1
x x dx∫ �!!�

14

1
x dx∫

�!!!�
3 3

1
(1 5 )x x dx+ +∫ �!"�

3
2

1
( )x xe e dx+∫
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�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

9- ;fn ek¡x iQyu oØ  �,�!!�2�!��2���� gks vkSj ��,�! bdkbZ gks rks miHkksDrk cpr Kkr dhft,A

10- ek¡x iQyu  �,��44�2���� gks rks  �,�'�#- ij miHkksDrk cpr fdruh gksxh\ ;fn  �,�4 gks rks cpr
fdruh gksxh\

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

2- cgqfodYih; iz'u �=����>����+�����)��
���
�µ

$� oqQy ykxr ,����������?

��� ∫ lhekUr ykxr �	� ∫ laiw.kZ ykxr ��� ∫ oqQy ykHk ��� ∫ gkfu

'� miHkksDrk cpr dks fdl fof/ ls Kkr fd;k tk ldrk gS\

��� vodyu �	� vody

��� lekdyu ��� ozsQej

�� lhekar ykxr ,���������� gksrk gS

���
d

dq �	� ( )
dq

d c

���
( )d c

dq ��� buesa ls dksbZ ughaA

16-3 lkjka'k ������� �

• eku yks fd ���� oØ ��,������ dks iznf'kZr djrk gS] tgk¡ �����- izkUr .�-�	/ esa � dk dksbZ larr
iQyu gS rFkk eku yks fd tSls � dk eku � ls 	 rd c<+rk gS � Hkh c<+rk gh tkrk gSA eku yks fd
�
 rFkk �� Øe'k% ��,�� rFkk ��,�	 ij dksfV;k¡ gSaA

• oØ ij fLFkr dksbZ fcUnq ����-��� yks rFkk eku yks fd � mldh dksfV gSA oØ ij � osQ lehi
,d vU; fcUnq ����0�δ�-���0�δ�� yks rFkk eku yks fd �� bldh dksfV gSA

• vktdy lekdyu dk iz;ksx vFkZ'kkL=k esa rsth ls c<+k gSA bls ge fuEufyf[kr rF;ksa ls Li"V dj ldrs
gSaµ

1- lhekUr ykxr] vkSlr ykxr rFkk oqQy ykxr

pw¡fd lhekUr ykxr�,�
( )d c

dq
�gksrk gS] vr%

oqQy ykxr�, ( ) .d c
dq

dq∫

• ;gk¡] 
( )d c

dq
 , lhekUr ykxr] ��, oqQy ykxr] ���, mRiknu esa ifjorZuA

• miHkksDRkk cpr dks Hkh lekdyu fof/ ls Kkr fd;k tk ldrk gSA
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� lekdyu osQ vkfFkZd iz;ksx

16-4 'kCndks'k �!� "���
�

• iz;ksx ��>>�������
�% vuqiz;ksxA

• dksfV ���������% HkqtA

16-5 vH;kl&iz'u �#�	��"�$��
���
�

1- nh?kZo`Ùk 
2 2

2 2 1
x y
a b

+ =  dk {ks=kiQy fudkysaA (mÙkj% π�	oxZ bdkbZ)

2- ;fn fLFkj ykxr 100 #- gS vkSj lhekar iQyu ����0�!� osQ :i esa gS] rks oqQy ykxr iQyu Kkr
dhft,A (mÙkj% !���0�!��0��44)

3- ljy js[kk ��,������#v{k rFkk dksfV ��,�! osQ varxZr {ks=kiQy Kkr dhft,A

(mÙkj% 
9
2

m �oxZ bdkbZ)

mÙkj % Lo&ewY;kadu ��
����������������	�
��

1- rsth �� ;ksx !� lekdyu

$� ��� '� ��� �� ���

16-6 lanHkZ iqLrosaQ �%���&���#�����
�

iqLrdsa 1- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ esgrk vkSj enukuh µ lqYrku pUn ,.M lUlA

2- xf.krh; vFkZ'kkL=k µ ekbdy gSjhlu] iSfVªd okYMjuA

3- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ ;kekus µ izSfUVl gkWy bfUM;kA

4- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ ekydkWe] fudksyl] ;w-lh- yUnuA

5- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkyZ ih- fleksu] ykWjsUl CyweA

6- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl ,.M iQkbukUl µ ekfVZu ukeZuA

7- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ fleksu vkSj Cywe µ ohok ifCyosQ'kuA

8- ,lsfU'k;y eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ uWV lsMsLVj] ihVj gkeUM] izSfUVl gkWy ifCy-

9- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkmQfUly iQkWj bdksukWfed ,tosQ'kuA
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�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

bdkbZµ��
� vodyu lehdj.kksa dk ifjp; vkSj gy %

pyjkf'k;ksa dh ìFkDdj.kh; n'kk ,oa le:i lehdj.k
����������	��
��
�	�������	�
�����	���

���
����	���
���	���
��������
 ���
���

!���������
�����	���

vuqØef.kdk ����������

mís'; ��������	�
�

izLrkouk ������������

�;�� izFke Øe rFkk izFke dksfV dk vodyu lehdj.k �@������������A���������*��
�
���������*��
��@������

�;�� lgh vodyu lehdj.k ��B����@������������A�����
�

�;�! lkjka'k �"�  ��#�

�;�$ 'kCndks'k �%�#&���
�

�;�' vH;kl&iz'u �(�	��&�)��
���
�

�;�� lanHkZ iqLrosaQ �*���+���(�����
�

mís'; ��������	�
�

bl bdkbZ osQ vè;;u osQ i'pkr~ fo|kFkhZ ;ksX; gksaxsµ

• izFke Øe rFkk izFke dksfV osQ vodyu lehdj.k ls voxr gksaxsA

• lgh vodyu lehdj.k ls voxr djkukA

izLrkouk ������������

vodyu lehdj.k og lehdj.k gksrh gS ftlesa vkfJr ,oa Lora=k pyjkf'k;k¡ gksrh gSa rFkk vkfJr pyjkf'k;ksa
osQ ,d ;k ,d ls vf/d Lora=k pyjkf'k;ksa osQ lkis{k esa fofHkUu xq.kkad �����	���	�
� gksrs gSaA ,d vodyu
lehdj.k dk Øe ������� ml lehdj.k esa lfEefyr fofHkUu xq.kkadksa dk mPpre Øe �+��+�
��������
gksrk gSA dksbZ Hkh lehdj.k js[kh; dgyk;sxk tcfd vkfJr pyjkf'k;ksa osQ xq.kkad izFke dksfV osQ gksa] vU;Fkk
og xSj&js[kh; dgyk;sxkA

iQyu ���� fofHkUu lehdj.kksa dk gy dgyk;sxk tcfd bls fdlh lehdj.k esa izfrLFkkfir djsa rks ;g
lehdj.k dks ,d bdkbZ �����#� rd de dj nsrk gS rFkk lHkh gyksa osQ fudkyus dh izfØ;k dks vodyu
lehdj.k dk gy dgyk;sxkA
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ����� vodyu lehdj.kksa dk ifjp; vkSj gy % pyjkf'k;ksa dh i`FkDdj.kh; n'kk ,oa le:i lehdj.k

lkekU; gy% ,d vodyu lehdj.k dk gy ftlesa Lora=k dkYifud fLFkjkad vodyu lehdj.k osQ Øe
osQ cjkcj gks rks mls mldk lkekU; gy dgk tkrk gSA

fo'ks"k gy ������������"�������% lkekU; gy esa fLFkjkadksa dks ;fn dksbZ fo'ks"k ewY; fn;k tkrk gS rks og
ml lehdj.k dk fo'ks"k gy dgk tkrk gSA

mnkgj.kkFkZ % ��,�
���0�$�� oØ dks 
 rFkk � osQ fofHkUu ewY;ksa osQ fy, vodyu lehdj.k Kkr dhft,A

fn;k gqvk ewY; ��,�
���0��$�� ������

mi;qZDr lehdj.k osQ 
 rFkk � ewY;ksa osQ fy, vodyu lehdj.k Kkr djus osQ fy, lehdj.k (1) dks nks
ckj vodyu djsaxsA lehdj.k (1) dks vodyu djus ij

dx
dy �, 


���2����� ������

lehdj.k (2) dks iqu% vodyu djus ij

2

2
x xd y

Ae Be
dx

−= +

lehdj.k (2) ,oa (3) esa ls 
 rFkk � dks gVkus ij ge ikrs gSaµ

2

2

d y
dx

�, �

;gh gekjk vodyu lehdj.k gksxkA

17-1 izFke Øe rFkk izFke dksfV dk vodyu lehdj.k
�'������������(���������%��
�����������%��
��'������

izFke Øe rFkk izFke dksfV osQ vodyu lehdj.k dks fuEufyf[kr :i esa iznf'kZr djrs gSaµ

�0������$����,�4 ;k ����0������,�4

;gk¡  rFkk � fLFkj gSa vkSj � rFkk � osQ oqQN iQyu gSaA ;|fi izFke Øe osQ lHkh vodyu lehdj.k lnSo
gy ugha fd;s tk ldrs gSa] fiQj Hkh ;fn os fuEufyf[kr Lo:i esa miyC/ gksrs gSa rks oqQN mi;qDr fof/;ksa }kjk
mudk gy fudkyk tk ldrk gSµ

17-1-1 pyjkf'k;ksa dh i`FkDdj.kh; n'kk �������������������������

;fn vodyu lehdj.k fuEufyf[kr :i esa iznf'kZr gksµ

����������, ���������

;gk¡ ������ rFkk ������ Øe'k% � rFkk � osQ iQyu gSaA

,slh n'kk esa lehdj.k osQ nksuksa rjiQ lekdyu dj ysrs gSa rFkk rRi'pkr~ lehdj.k osQ ,d rjiQ dksbZ dkYifud
fLFkjkad tksM+ ysrs gSaA vr%

1 ( )f x dx∫ �, 2 ( )f y dy c+∫
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vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

uksV~l ;gk¡] � ,d dkYifud fLFkjkad gSA

mnkgj.k 1- 2/ 1x x dx +  	
	2 2/ 1y y dy +  	dk gy fudkfy;sA

gy % nksuksa rjiQ lekdyu djus ij

2 1/ 2(1 ) .x x dx−+∫ �, 2 2 1/ 2(1 ) .y y dy c−+ +∫

;k 2 1/ 21
(1 ) . (2 )

2
x x dx−+∫ ,� 2 1/ 21

(1 ) . (2 )
2

y y dy c−− + +∫
;k 2 21 1x y+ + + �, ��;gh gekjk fn;s gq, lehdj.k dk gy gSA

mnkgj.k 2- ���0����������,����0����������dk gy Kkr dhft,A

gy % bl lehdj.k dks ge fuEu izdkj Hkh fy[k ldrs gSaµ

1
y

dy
y

 
 + 

�,
1

x

x

e
dx

e+

nksuksa rjiQ vodyu djus ij

1
y

dy
y+∫ �, constant

1

x

x

e
dx

e
+

+∫
;k ���2��������0����, �������0�����0������

;k ��, �����.�����0�������0����/

;k ����0�������0�����, ���;gh mi;qZDr lehdj.k dk gy gksxkA

17-1-2 le:i lehdj.k ���	���
������������
��

;fn ,d vodyu lehdj.k 1

2

( , )
( , )

f x ydy
dx f x y

=  osQ :i esa iznf'kZr fd;k tk;s rks og le:i lehdj.k dgykrh

gSA ;gk¡ ��������� rFkk ���������1�� rFkk � osQ leku dksfV osQ iQyu gSaA bl izdkj osQ lehdj.k dks gy djus
osQ fy, ge

��,�"� j[k nsrs gSa] tgk¡ dy dv
v x

dx dx
= +

,slh fLFkfr esa fn;k gqvk lehdj.k vxzfyf[kr :i esa iznf'kZr fd;k tkrk gSµ

dv
v x

dx
+ �, ��"�

vFkkZr~
dv

x
dx
�, ��"��2�"
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ����� vodyu lehdj.kksa dk ifjp; vkSj gy % pyjkf'k;ksa dh i`FkDdj.kh; n'kk ,oa le:i lehdj.k

;gk¡ pyjkf'k;ksa dks i`Fko~Q fd;k tk ldrk gS rFkk rRi'pkr~ nksuksa rjiQ mudk lekdyu dj ysrs gSaµ

( )
dv

f v v−∫ �, ������0��

;gk¡] � ,d dkYifud fLFkj ewY; gSA

D;k vki tkurs gSa lehdj.k dk lekdyu djus osQ i'pkr~ " osQ ewY; osQ LFkku ij �$� j[k nsrs gSa
vkSj ogh ml lehdj.k dk gy gksxkA

mnkgj.k 3- ����2�!��������,�����2!�������� dk gy Kkr dhft,A

fn;s gq, lehdj.k dks fuEu izdkj Hkh fy[kk tk ldrk gSµ

dy
dx
�,

3 2

3 2

3
3

x xy
y x y

−
− ������

��,�"� rFkk dy dv
v x

dx dx
= +  lehdj.k (1) esa j[kus ij

dv
v x

dx
+ �,

3 2 2 3 2 2

3 3 2 3 3 3

3 (1 3 ) 1 3
3 ( 3 ) 3

x xv x x v v
v x x vx x v v v v

− − −= =
− − −

;k
dv

x
dx �,

2 2 4 2 4

3 3 3

1 3 1 3 3 3 1
3 3 3
v v v v v

v
v v v v v v

− − − + −− = =
− − −

;k
dx
x
�,

3

4 2

3 1 1 2
2( 1) 2( 1)1 1

v v v
dv

v vv v
 − = + − + −− + 

(vkaf'kd iQyu }kjk)
nksuksa rjiQ lekdyu djus ij

������0�������, 21 1
log ( 1) log ( 1) log ( 1)

2 2
v v v+ + − − +

;k ���������, 1/ 2 1/ 2 21
log [( 1) ( 1) / 1]

2
v v v+ − +

;k ���,
2 1/ 2 2

2 2 2 2 2 2 2
2 2

( 1) 1
( 1) ( 1)

1 ( 1)
v v

c x c x v v
v v

− −= + = −
+ +

�� ��

;k ������.��C���0��/��, .��C���2��/ ."�,��$� j[kus ij/

�������0�����, ����2���� ;gh mi;qZDr lehdj.k dk gy gSA

17-1-3 lehdj.k tks le:i lehdj.k esa cnyk tk losQ
��������
�����
�����������	���
��������	�

;fn vodyu fuEufyf[kr :i esa gSµ

dy
dx
�,

1 1 1

,
ax by c

a x b y c
+ +
+ + �tgk¡ 

1 1

a b
a b

≠
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vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

rks ge mls igys ��,���0�� rFkk ��,���0�% j[kdj le:i lehdj.k esa cny ysrs gSaA (;gk¡ � rFkk % fLFkjkad
gSa) blosQ vykok ���,��& rFkk ���,��� j[k ysrs gSaµ

DY
DX �, 1 1 1

( ) ( )
( ) ( )

a x h b y k c
a x h b y k c

+ + + +
+ + + +

,
1 1 1 1 1

( )
( )

ax by ah bk c
a x b y a h b k c

+ + + +
+ + + +

mi;qZDr lehdj.k le:i gksxh ;fn ���0�	%�0���,�4 rFkk ����0�	��%�0����,�4 gksa]

DY
DX

�,
1 1

ax by
a x b y

+
+

vc ge lehdj.k dks fiNys mnkgj.k (c) osQ vuqlkj &�,�"� j[kdj gy djsaxsA vUr esa ��,������ rFkk �
,���2�% j[kdj fn;s gq, lehdj.k dk gy <w¡<+ fy;k tk;sxkA

;fn 
1 1

a b
m

a b
= = �gks rks mi;ZqDr fn;k gqvk lehdj.k fuEuor~ gksxkµ

dy
dx
�,

1 1

1 1 1

( )m a x b y c
a x b y c

+ +
+ +

bl izdkj osQ vodyu lehdj.k dks gy djus osQ fy, "�,�����0�	�� eku ysrs gSaA

mnkgj.k 4% 
1
5

dy y x
dx y x

− +=
+ +

 dk gy Kkr dhft,A

;gk¡ 
1 1

a b
a b

≠  dh fLFkfr gS] vr% ��,���0�� rFkk ��,�&�0�% j[kus ij

DY
DX �,

( ) ( ) 1 ( 1)
( ) ( ) 5 ( 5)
Y k X h Y X k h
Y k X h Y X k h

+ − + + − + − +=
+ − + + − − + ������

%�2���0���,�4 rFkk %�0���0�'�,�4 j[kus ij ge ikrs gSa %�,�2�!-���,�2�% rFkk � dk eku j[kus ij
lehdj.k ��� fuEu izdkj gksxkµ

dY
dX �,

Y X
Y X

−
+

&�,�"� j[kus ij ge ikrs gSa

dv
v X

dX
+ �,

1
1

v dv
X

v dx
−
+

�� �,�
21 1

1 1
v v

v
v v

− − −− =
+ +

;k 2

1
1

v
dv

v
+
+

�, 2 21 1
dx v dv X

dv
X dxv v

− + = −
+ +

��

nksuksa rjiQ 2 ls xq.kk djus ij

;k
2 2

2 2 2
1 1

v v X
dv dv

dxv v
−+ =

+ +
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bdkbZ����� vodyu lehdj.kksa dk ifjp; vkSj gy % pyjkf'k;ksa dh i`FkDdj.kh; n'kk ,oa le:i lehdj.k

nksuksa rjiQ lekdyu djus ij
�����"��0����, �������"�,�2��������0��

;k �����"��0����0���������, 2�������"�0��

;k ����.�"��0������/�, 2�������"�0��

" dk eku j[kus ij

����&��0�����, 2��������&C���,��

& rFkk � dk eku j[kus ij

����.���0�!���0����0����/�0��������D���0�!�C����0���E ,��

;gh fn;s gq, vodyu lehdj.k dk gy gSA

17-1-4 js[kh; vodyu lehdj.k ���
�����������
������������
�

js[kh; vodyu lehdj.k dks fuEufyf[kr :i esa iznf'kZr fd;k tkrk gSµ

dy
PY

dx
+ �,��

;gk¡ � rFkk � osQoy � osQ iQyu gksrs gSa rFkk � ,d vkfJr pyjkf'k gSA bl lehdj.k dk gy djus osQ fy,

nksuksa rjiQ p dx
e∫  ls xq.kk djus ij

p dx p dxdy
e e Py

dx
 ∫ ∫+  

�, .
p dx

e Q∫

;k { }p dxd
ye

dx
∫ �, p dx

Qe∫

nksuksa rjiQ ′�′ osQ lanHkZ esa lekdyu djus ij

p dx
ye∫ �,

p dx
Q e dx c∫ +∫

;gh gekjs fn;s gq, lehdj.k dk gy gksxkA

mnkgj.kkFkZ % 
2

2 xdy
xy e

dx
−+ − dk gy fudkfy,A

mi;qZDr lehdj.k dh 
dy
dx
�0��&�,��� ls rqyuk djus ij ge ikrs gSa

�	
 ������,�
2xe−

nksuksa dk i`Fko~Q&i`Fko~Q ′�′ osQ lkis{k lekdyu djus ij

2 ,P dx x dx Q dx=∫ ∫ ∫ ,�
2xe−∫

P dx∫ ,�
2

22
2
x

x=∫
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vr% 
2x

e
p dx e=∫

fn;s gq, vodyu lehdj.k dk gy gksxkµ

����*���, (I.F.)Q dx c+∫ �.;gk¡���*��,������������*�����/

2xy e �,
2 2x xe e dx c− +∫

;k
2xy e �
 ��0��

;gh mi;qZDr lehdj.k dk gy gSA

17-1-5 js[kh; :i esa cnyuk ����
����
���
�������	�

;fn dksbZ vodyu lehdj.k js[kh; :i esa cnyh tk ldrh gS rks mldk gy nks fof/;ksa }kjk fd;k tk ldrk
gSµ

��� cuksZyh lehdj.k% ;fn dksbZ lehdj.k fuEufyf[kr :i esa fn;k gqvk gksµ

dy
PY

dx
+ �, ����

rks ,slh n'kk esa ge nksuksa rjiQ ��� ls xq.kk dj nsrs gSaA

1n ndy
y PY

dx
− − ++ �, � ������

ge 1ny− + ,�" j[k nsrs gSa rks (1 ) ndv dy
n y

dx dx
−−  gksxkA

vc lehdj.k (1) dk :i fuEu izdkj gksxkµ

1
1

dv
pv

n dx
+

−
�, �

;k (1 )
dv

n pv
dx

+ − �, ���2����� ������

;g lehdj.k ,d js[kh; lehdj.k gS] tgk¡ " ,d vkfJr pyjkf'k gSA bl vodyu lehdj.k dk gy
17-1-4 osQ vuqlkj gksxkA

���� ;fn dksbZ lehdj.k fuEufyf[kr :i esa iznf'kZr gksµ

dv
P y

dx
+ φ ( ) �, ������

tgk¡] � rFkk � osQoy � osQ iQyu gSaA

rks mi;qZDr lehdj.k dks js[kh; lehdj.k esa cnyus osQ fy, lehdj.k osQ nksuksa rjiQ ���� dk Hkkx nsus ij

1
( ) ( )

dv y
P

f y dx f y
φ( )+ �, )

lehdj.k esa ( )
y

f y
φ( )

�, "�j[ksa rks�
dv
dx
�, ( )

d y
dx f y

φ( ) 
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bdkbZ����� vodyu lehdj.kksa dk ifjp; vkSj gy % pyjkf'k;ksa dh i`FkDdj.kh; n'kk ,oa le:i lehdj.k

�,
1

.
( )

dy
k

f y dx
-�tgk¡�%�,d fLFkjkad gSA

vr% lehdj.k (2) dks vc ge fuEufyf[kr :i esa fy[k ldrs gSaµ

1 dv
Pv

k dx
+ �, �

;k
dv
dx
�, %��"�,�%��tks fd ,d js[kh; lehdj.k gSA

mnkgj.k 5 % 2 61dy
y x y

dx x
+ =  dk gy fudkfy,A

fn;s gq, lehdj.k dks �� ls Hkkx nsus ij

6 5

1 1 1
.

dy
dx xy y

+ �, �� ������

ekuk 5

1 dv
v

dxy
= ���� ��� �, 6

5 dy
dxy

−

;k 6

1 dy
dxy
�,

1
5

dy
dx

−

lehdj.k (1) esa j[kus ij

1 1
5

dv
v

dx x
− + �, 2 21

5
5

dv
x v x

dx
− = −��

;g ,d js[kh; lehdj.k gS ftlesa " ,d vkfJr pyjkf'k gSA

;gk¡ ��,�2�'C� rFkk ��,�2�'���

vr%
5

Pdx dx
x

 = −  ∫ ∫ �, 5
5

1
5 log log logx x

x
 − = =   

∴
e
P dx∫ �, (1 / 5)

5

1
loge

x
=

"����*��, (I.F.)Q dx c+∫
;k "��C����, 2 55 (1/ )x x dx c− +∫ �,� 35 x dx c−− +∫

5 5

1 1
y x

   
     

�, 2

5 1
2

c
x

 − +  
5[ 1/ ]v y=�

;k 5 5 2

1 5 1
2

c
x y x

 + +  

;gh vodyu lehdj.k dk gy gSA
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17-2 lgh vodyu lehdj.k ��)����'������������(�����
�

vodyu lehdj.k ����0������,�4�lgh ��B���� gksxh ;fn 
M N
y x

∂ ∂=
∂ ∂  gksaA ;fn fn;k gqvk lehdj.k

lgh gS rks ge blosQ ckn fuEufyf[kr dne mBk;saxsµ

�!��dks���osQ lanHkZ esa lekdyu djsaxs tcfd���fLFkj gksaA

�!!� ��dks osQoy ��osQ lanHkZ esa lekdyu djsaxs rFkk ge osQoy mu inksa dk gh lekdyu djsaxs ftlesa
��u gksaA

�!!!� mi;qZDr nksuksa lekdyuksa dk ;ksx dj ysaxsA

bl izdkj ;fn vodyu lehdj.k ����0������,�4�lgh ��B���� gS rks bldk gy fuEufyf[kr gksxkµ

M dx∫  (� dks fLFkj ekurs gq,) 0� M dy∫ �osQoy mu nks dk ftlesa � u gks��,��

mnkgj.kkFkZ% ����2��������2�����2��������,�4 dk gy Kkr dhft,A

;gk¡] �,����2��� rFkk ��,�����2���� gSaA

M
y

∂
∂ �,

N
a a

x
∂− = −
∂

����

vr% 
M
y

∂
∂  , 

N
x

∂
∂  gS] vr% nh gqbZ lehdj.k lgh ��B���� gSA

vc M dx∫ �� dks fLFkj ekurs gq,� ,� 2( )x ay dx−∫ �,� 31
3

x ay x− ������

rFkk N dy∫ �(osQoy os in ftlesa � u gksa)�,� 2 31
3

y dy y=∫
∴ gesa miyC/ gksxkµ

�!��0��!!��,�� (dkYifud fLFkjkad)

;k 3 31 1
3 3

x ayx y c− + =

;k   ���2�!�����0����,�!��

VkLd 2 61dy
y x y

dx x
+ =  dk gy fudkysaA(mÙkj % 5 5 2

1 5 1
2

c
x y x

 + +  
)

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

1- fjDr LFkkuksa dh iwfrZ djsa �*�������+�����:
�µ

�� vodyu lehdj.k og lehdj.k gksrh gS ftlesa -------- ,oa Lora=k pyjkf'k;k¡ gksrh gSaA

�� dksbZ Hkh lehdj.k js[kh; dgyk,xk tcfd vkfJr pyjkf'k;ksa osQ -------- izFke dksfV osQ gksaA
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bdkbZ����� vodyu lehdj.kksa dk ifjp; vkSj gy % pyjkf'k;ksa dh i`FkDdj.kh; n'kk ,oa le:i lehdj.k

!� ,d vodyu lehdj.k dk gy ftlesa Lora=k dkYifud fLFkjkad vodyu lehdj.k osQ Øe osQ
cjkcj gks rks mls mldk -------- gy dgk tkrk gSA

$� lkekU; gy esa fLFkjkadksa dks ;fn dksbZ fo'ks"k ewY; fn;k tkrk gS rks og ml lehdj.k dk --------
gy dgk tkrk gSA

'� ;fn ,d vodyu lehdj.k 1

2

( , )
( , )

f x ydy
dx f x y

=  osQ :i esa iznf'kZr fd;k tk, rks og --------

lehdj.k dgykrh gSA

17-3 lkjak'k ������� �

• vodyu lehdj.k og lehdj.k gksrh gS ftlesa vkfJr ,oa Lora=k pyjkf'k;k¡ gksrh gSa rFkk vkfJr
pyjkf'k;ksa osQ ,d ;k ,d ls vf/d Lora=k pyjkf'k;ksa osQ lkis{k esa fofHkUu xq.kkad �����	���	�
�
gksrs gSaA ,d vodyu lehdj.k dk Øe ������� ml lehdj.k esa lfEefyr fofHkUu xq.kkadksa dk
mPpre Øe �+��+�
�������� gksrk gSA dksbZ Hkh lehdj.k js[kh; dgyk;sxk tcfd vkfJr pyjkf'k;ksa
osQ xq.kkad izFke dksfV osQ gksa] vU;Fkk og xSj&js[kh; dgyk;sxkA

• lkekU; gy % ,d vodyu lehdj.k dk gy ftlesa Lora=k dkYifud fLFkjkad vodyu lehdj.k
osQ Øe osQ cjkcj gks rks mls mldk lkekU; gy dgk tkrk gSA

• fo'ks"k gy ������������"�������% lkekU; gy esa fLFkjkadksa dks ;fn dksbZ fo'ks"k ewY; fn;k tkrk
gS rks og ml lehdj.k dk fo'ks"k gy dgk tkrk gSA

• ;fn vodyu lehdj.k fuEufyf[kr :i esa iznf'kZr gksµ

����������,����������

;gk¡ ������ rFkk ������ Øe'k% � rFkk � osQ iQyu gSaA

• ,slh n'kk esa lehdj.k osQ nksuksa rjiQ lekdyu dj ysrs gSa rFkk rRi'pkr~ lehdj.k osQ ,d rjiQ dksbZ
dkYifud fLFkjkad tksM+ ysrs gSaA

17-4 'kCndks'k �!� "���
�

• le:i �F� ������
�% lekaxhA

• i`FkDdj.kh; �"�>�������% ikFkZD;A

17-5 vH;kl&iz'u �#�	��"�$��
���
�

�� ��,�
����0��$�� oØ dks 
 vkSj � osQ fofHkUu ewY;ksa osQ fy, vodyu lehdj.k Kkr djsaA

 (mÙkj % 
2

2

d y
y

dx
= )

2-  2 2
1

1 1

x y
dx dy

x y

   
   = −
   + +   

 dk gy fudkysaA (mÙkj % 2 21 1x y c+ + + = )
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3-
dy
dx

 0�����2������dk gy fudkysaA (mÙkj % �����,���0��)

mÙkj % Lo&ewY;kadu ��
����������������	�
��

���vkfJr �� xq.kkad !� lkekU;

$� fo'ks"k '� le:iA

17-6 lanHkZ iqLrosaQ �%���&���#�����
�

iqLrdsa 1- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ ;kekus µ izSfUVl gkWy bfUM;kA

2- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ ekydkWe] fudksyl] ;w-lh- yUnuA

3- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkyZ ih- fleksu] ykWjsUl CyweA

4- xf.krh; vFkZ'kkL=k µ ekbdy gSjhlu] iSfVªd okYMjuA

5- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ fleksu vkSj Cywe µ ohok ifCyosQ'kuA

6- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ esgrk vkSj enukuh µ lqYrku pUn ,.M lUlA

7- ,lsfU'k;y eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ uWV lsMsLVj] ihVj gkeUM] izSfUVl gkWy ifCy-

8- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkmQfUly iQkWj bdksukWfed ,tqosQ'kuA

9- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl ,.M iQkbukUl µ ekfVZu ukeZuA
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bdkbZ���� vkO;wg % vFkZ ,oa izdkj

bdkbZµ�" % vkO;wg % vFkZ ,oa izdkj

�#���	���
�
#���	��
���
$%����

vuqØef.kdk ����������

mís'; ��������	�
�

izLrkouk ������������

�G�� vkO;wg dk Øe ;k foek;sa ����������=����B�

�G�� vkO;wg dk laosQru �H������������=����B�

�G�! vkO;wg osQ izdkj �%��
����=����B�

�G�$ vkO;wg osQ eq[; xq.k �� >���������>�����
����=������
�

�G�' vkO;wgksa dk ;ksx ,oa vUrj ������������"�������������=������
�

�G�� vkO;wg xq.ku �=����B�=����>��������

�G�; lkjka'k �"�  ��#�

�G�G 'kCndks'k �%�#&���
�

�G�< vH;kl&iz'u �(�	��&�)��
���
�

�G��4 lanHkZ iqLrosaQ �*���+���(�����
�

mís'; ��������	�
�

bl bdkbZ osQ vè;;u osQ i'pkr~ fo|kFkhZ ;ksX; gksaxsµ

• vkO;wg osQ Øe ,oa laosQru dks lh[kus gsrqA

• vkO;wg osQ izdkjksa dh tkudkjh izkIr gksxhA

• vkO;wg osQ eq[; xq.kksa dks le>us gsrqA

• vkO;wgksa dk ;ksx ,oa varj dks tkuus gsrqA

• vkO;wg xq.ku laca/h iz'uksa dks gy djus gsrqA

izLrkouk ������������

,d vk;rkdkj vadk;r �(�������������� #�- ftls iafDr;ksa �(�&
� rFkk LrEHkksa esa O;ofLFkr fd;k
x;k gks] vkO;wg dgykrk gSA

� iafDr;ksa �(�&
� vkSj � LrEHkksa ����� 
� esa �� la[;kvksa osQ foU;kl ���� ������� dks ��9
� Øe dk vkO;wg �=����B� dgrs gSaA
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11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
:

...

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

uksV~l la[;k;ssa ���-����-��������� vkO;wg osQ ?kVd ;k vo;o ���� ��
������
������
�

dgykrh gSaA

{kSfrt �F���I����� vo;oksa ls iafDr �(�&� vkSj ÅèokZ/j �J�������� vo;oksa ls LrEHk ����� �
curs gSaA tSlsµ


�, 
4 5 6
1 0 3

 
 − 

 ,d vk;rkdkj foU;kl gS ftlesa � iafDr;k¡ vkSj ! LrEHk gSa vkSj ��9�!�,�� vo;oksa

dh la[;k;sa gSaA

blh izdkj 
2
3
1

 
 
 
  

,d vk;rkdkj foU;kl gS ftlesa ! iafDr;k¡ vkSj 1 LrEHk gS vkSj

izfof"V;k¡ ������
� dh la[;k;sa !��9���,�! gSaA

18-1 vkO;wg dk Øe ;k foek;sa ����������*����)�

tSls vk;r �(���������dh nks foek;sa yEckbZ vkSj pkSM+kbZ gksrh gSa mlh izdkj vkO;wg dh foek;sa iafDr;ksa dh
la[;k 9 LrEHkksa dh la[;k gksrh gSA ifjHkk"kk esa fn;s gq, vkO;wg dks 
-��-�� vkfn ls laosQr djrs gSaA tSls

��������������������� bR;kfnA

18-2 vkO;wg dk laosQru �+������������*����)�

;fn fdlh Hkh vkO;wg esa iafDr;ksa vkSj LrEHkksa dh la[;k,¡ � vkSj � gksa] rks vk;rkdkj foU;kl esa oqQy ��9

� vo;oksa dh la[;k gksxhA vkO;wg dh !	
 iafDr vkSj '	
 LrEHk esa vo;oksa dh fLFkfr �	
 gks] rks vkO;wg dks
fuEu izdkj fy[kk tkrk gSµ


������, 
�,�.�	
/�����

tgk¡] !�,��-��-�!-�����-�� rFkk '�,��-��-�!-�����-�� gSA

D;k vki tkurs gSa ;gk¡ ;g mYys[kuh; gS fd vkO;wg la[;kvksa dk vk;rkdkj foU;kl (fo'ks"k lqxfBr
,oa laf{kIr :i esa fy[ks gq,) ek=k gSaA budk dksbZ la[;kRed eku ugha gSA
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� vkO;wg % vFkZ ,oa izdkj

18-3 vkO;wg osQ izdkj �!��
����*����)�

��� oxZ vkO;wg �������	����� �

;fn fdlh vkO;wg esa iafDr;ksa ,oa LrEHkksa dh la[;k cjkcj gS rc mls oxZ vkO;wg dgrs gSaA vFkkZr~ ;fn ��,
� gks rks vadk;r dks � Øe dk oxZ O;wg dgrs gSaA vU; O;wg tgk¡ gksa os vk;rkdkj O;wg dgykrs gSaA mnkgj.kkFkZ]


�,

1 2 3
2 3

2 4 0
1 7

7 2 5
B

 
   = −   −    

mijksDr nksuksa O;wg oxZ vkO;wg gSa ftuosQ Øe ���9��� rFkk �!�9�!� gSaA

���� iafDr vkO;wg �!�"	����� �

;fn ��,��- rc vkO;wg esa osQoy ,d iafDr jgsxh] bls iafDr vkO;wg dgsaxsA mnkgj.kkFkZµ


�, .��!/�����

��, .2'���4/�����

��, .��!�4�2;/�����

����� LrEHk vkO;wg ���#�$�	����� �

;fn ��,��- rc vkO;wg esa osQoy ,d LrEHk jgsxk vkSj iafDr;ksa dh la[;k;sa vusd] bls LrEHk vkO;wg dgsaxsA
mnkgj.kkFkZ]


�,
2 1

3 1
4 1

1
2

1 2
, 1 ,

3 4
0

7

B C
×

×
×

 
        = − =              

��%� 'kwU; vkO;wg �&�##	����� 	��	'���	����� �

;fn fdlh vkO;wg osQ lHkh vo;o 'kwU; gksa] rks og 'kwU; vkO;wg dgykrk gSA mnkgj.kkFkZ]


�, .4�4/-���,�

0 0 0
0 0 0

, , 0 0 0
0 0 0

0 0 0
C D

 
     = =           

mi;qZDr lHkh 'kwU; vkO;wg gSaA 'kwU; vkO;wg dks � cM+s ���>����� v{kj ls fy[kk tkrk gSA � 'kwU; ugha gS]
;g osQoy vkO;wg dk laosQr gSA

�%� rRled ;k bdkbZ vkO;wg ��(�����)	��	*���	����� �

;g ,d oxZ vkO;wg gS ftlosQ lHkh fod.kZ vo;o �@���������� ��
� bdkbZ gSa vkSj vU; vo;o 'kwU;
gSaA bls rRled ;k bdkbZ vkO;wg dgrs gSaA mnkgj.kkFkZ]


�,

1 0 0 0
1 0 0

1 0 0 1 0 0
; 0 1 0 ;

0 1 0 0 1 0
0 0 1

0 0 0 1

B C

 
        = =              

�%�� fod.kZ vkO;wg �+��,���#	����� �

;fn fdlh oxZ vkO;wg osQ izeq[k fod.kZ ij fLFkr vo;oksa dks NksM+dj 'ks"k lc 'kwU; gSa] rc mls fod.kZ vkO;wg
dgrs gSaA mnkgj.kkFkZ]
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��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr


�(

1

2

3

4

0 0 0
4 0 0

0 0 02 0
; 0 3 0 ;

0 0 00 3
0 0 1

0 0 0

d
d

B C
d

d

 
        = − =              

la{ksi esa bls fod.kZ .��-���-���-���/ ls n'kkZrs gSaA

�%��� LosQyj vkO;wg ��-�#��	����� �

og fod.kZ vkO;wg] ftlosQ lHkh fod.kZ vo;o leku gksa] LosQyj vkO;wg dgykrk gSA mnkgj.kkFkZ]


�,

2 0 0
0 2 0
0 0 2

 
 
 
  


�, .�	
/�LosQyj gksxk ;fn �	
�,�4-�tc !�≠�'1��	
�,�� tc !�,�'

��,

0 0
0 0
0 0

k
k

k

 
 
 
  

��, .�	
/�����-�tgk¡ �	
�,�4 tc !�≠�')��	
��,�%� tc !�,�'�rc � LosQyj
vkO;wg gSA

�%����v/ksf=kdks.kh vkO;wg �.�"��	/����,�#��	����� �

og oxZ vkO;wg] ftlosQ eq[; fod.kZ osQ Åij osQ vo;o 'kwU; gksa] v/ksf=kdks.kh vkO;wg �5�&���K��������
=����B� dgrs gSaA mnkgj.kkFkZ]


�,

3 0 0
1 4 0
2 1 3

 
 
 
 − − − 

1���,�

1 0 0
2 3 0
1 4 5

 
 
 
  

-�;gk¡ �	
�,�41�tc !�3�'

VkLd rRled vkO;wg dk ,d mnkgj.k fy[ksaA

��0� mifjf=kdks.kh vkO;wg �*11��	/����,�#��	����� �

og oxZ vkO;wg ftlosQ iz/ku fod.kZ osQ lc vo;o 'kwU; gksa] vkO;wg dk mifjf=kdks.kh ��>>���K���������
dgykrk gSA mnkgj.kkFkZ]


�,
1 2 3
0 7 1
0 0 5

 
 − 
  

1���,�

11 12 13 1

21 23 2

33 3

....
0 ....
0 0 ....
.... .... .... ....
.... .... .... ....
0 0 0

n

n

n

mn

a a a a
a a a

a a

a

 
 
 
 
 
 
 
 
  

oxZ vkO;wg 
 (Øe ��9��)_ tgk¡ vo;o �	
�,�4 tc !�3�'
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� vkO;wg % vFkZ ,oa izdkj

�0� vkO;wg fod.kZ ;ksx �/��-�	�2	�	����� �

oxZ vkO;wg osQ iz/ku fod.kZ osQ lHkh vo;oksa dk tksM+] vkO;wg dk fod.kZ ;ksx dgykrk gSA mnkgj.kkFkZ]


�,

a h g
h b f
g f c

 
 
 
  

mi;qZDr O;wg dks vkO;wg fod.kZ ;ksx ,���0�	�0�� gSA oxZ vkO;wg 
 Øe] ��9�� esa vkO;wg fod.kZ

;ksx ,��
1

n

ij
i

a
=
∑  gSA tgk¡] '�,�! dgrs gSa vkSj mls �� fy[krs gSaA

�0�� lefer vkO;wg ��)$$����-	����� �

og oxZ vkO;wg 
 (Øe ��9��)] ftlosQ izR;sd �!�2�'�	
 ?kVd (vo;o) osQ fy;s �	
�,��
	 gks] lefer
vkO;wg dgykrk gS] mnkgj.kkFkZ]


�,
a h g
h b f
g f c

 
 
 
  

mi;ZqDr vkO;wg ,d lefer vkO;wg gS D;ksafd �	
�,��
	�!��������,���,����1�����,���,����1�����,�	�,����

�0��� fo"ke&lefer vkO;wg ��3�"��$$����-	����� �

og oxZ vkO;wg 
 (Øe ��9��)] ftlosQ izR;sd �!�2�'�	
 ftuosQ izR;sd jpd osQ fy;s �
	�,��	
 gks]
fo"ke&lefer vkO;wg dgykrk gSA mnkgj.kkFkZ]


�,
0

0

g
h f
g

 
 − 
 − 

fod.kZ vo;oksa ���-����-����-������-��	
 bl izdkj gS vkSj izfrcU/ �	
�,�2��
	 ossQ lHkh ekuksa osQ fy;sA
∴ ��	
�,�4�������	
�,�4

blfy;s fo"ke&lefer vkO;wg osQ lHkh fod.kZ vo;o 'kwU; gksrs gSaA

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

fjDr LFkkuksa dh iwfrZ djsa �*�������+�����:
�µ

1- ,d vk;rkdkj vadk;r] ftls iafDr;ksa rFkk LraHkksa esa O;ofLFkr fd;k x;k gks --------- dgykrk gSA

2- ;fn fdlh Hkh vkO;wg esa iafDr;ksa vkSj LraHkksa dh la[;k � vkSj � gksa] rks vk;rkdkj vH;kl esa oqQy
--------- vo;oksa dh la[;k gksxhA

3- ;fn fdlh vkO;wg esa iafDr;ksa ,oa LraHkksa dh la[;k cjkcj gS rks mls --------- vkO;wg dgrs gSaA

4- ;fn fdlh vkO;wg osQ lHkh vo;o 'kwU; gksa] rks og --------- vkO;wg dgykrk gSA

5- ;fn fdlh dks vkO;wg osQ izeq[k fod.kZ ij fLFkr vo;oksa dks NksM+dj 'ks"k lc 'kwU; gSa] rc mls ----
----- vkO;wg dgrs gSaA
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��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

18-4 vkO;wg osQ eq[; xq.k ���,���������,�����
����*������
�

1- vkO;wgksa dh lekurk �4���#��)	�2	����� �

nks vkO;wg 
�,�.�	
/���������,�.		
/����� rqY; gksaxs ;fn nksuksa osQ Øe ������� cjkcj gksaxs vFkkZr~ ��,� 1
��,�� vkSj �	
�,�		
 gksrs gSaA

2- vkO;wgksa osQ lerqY; lEcU/ �4���5�#��-�	!�#������	�2	�����-���

;fn 
-��-�� vkO;wg vuqowQyuh; ������ ����� gSa vFkkZr~ leku Øe ������� gS_ rks

�!� 
�,�
1 LorqY; lEcU/ �(����B�	��(�������

�!!� 
�,���⇔���,�
 lefer lEcU/ �"#  ������(�������

�!!!� 
�,�� vkSj ��,�� ⇒ 
�,��1 laØked lEcU/ �K��
���	��(�������

tgk¡] laosQr �H������� �⇒ ;fn ---- rks ���������+�� vkSj ⇔ ;fn vkSj osQoy ;fn �����,�������
��#����

(v) 
�, 
 dk vFkZ gS �	
�,��	
 tgk¡ !�,��-��-�!-������ vkSj '�,��-��-�!-�����-��� ;g LorqY;
lEcU/ dgykrk gSA

(c) 
�,�.�	
/����� vkSj ��,�.		
/����� gSa rks 
�,�� dk vFkZ gS �	
�,�		
 ;k 		
�,��	
� vr%
� , 
�

∴ 
�,���⇒���,�
��bls lefer lEcU/ dgrs gSaA

(l) ;fn 
�,��] bls ��,�� lefer lEcU/ dgrs gSaµ

�	
�, 		
�vkSj�		
�,��	


vr% �	
�, �	
 ∴ 
�,��

vkO;wgksa 
-��-�� esa og lEcU/] tks LorqY;] lefer vkSj laØked gks] rqY;rk lEcU/ dgykrk gSA
mnkgj.kkFkZµ

rqY; vkO;wg dh ifjHkk"kk }kjk �-�� vkSj * dk eku �
3 2 0 7
1 4 6 3 2

x y x
z a a

+ + −   
=   − −   

vr% nks rqY; vkO;wgksa osQ laxr vo;o rqY; gksrs gSaA

∴ ��0�!�,�41����0���,�2;1�*�2���,�! vkSj $��2���,���

bu lehdj.kksa ls ��,�2!1���,�2��1�*�,�$�vkSj ��,�!�

18-5 vkO;wgksa dk ;ksx ,oa vUrj ��������������������������*������
�

;fn 
�,�.�	
/�,oa ��,�.		
/�nks ��9���Øe osQ vkO;wg gSa] rc mudk ;ksxiQy 
�0���ge Øe ��9 �
vkO;wg ��,�.�	
/�ls n'kkZrs gSaA

tgk¡ �	
�,�		
-�!�,��-��-����-�1�'�,��-��-����-��lHkh ekuksa osQ fy;sA

;gk¡ ;g mYys[kuh; gS fd ;fn vkO;wg leku Øe osQ ugha gSa rks mudk ;ksxiQy lEHko ugha gSA
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� vkO;wg % vFkZ ,oa izdkj

mnkgj.k 1- eku fudkfy, �45�#������

���	�	�	��	�	��	�	��6

����	�	
	
 
 
 

1 2 4
0 5 3

	vkSj 	
	
 
 
 

7 3 2
5 1 9

6	rks �	�		fudkfy,A

gy % �!��;gk¡ ��
�,�.����!/1���,�.$�'��/

∴ 
�0���,�.��0�$���0�'�!�0��/�,�.'�;�</

�!!��;gk¡�
�0���,��1�tgk¡ �	
�,��	
�0�		


∴ ���,�
1 7 2 3 4 2 8 5 6
0 5 5 1 3 9 5 6 12

+ + +   
=   + + +   

vkO;wg ;ksx osQ {ks=kh; xq.k �7��#(	1��1������	�2	����� 	8((������

�!��nks vkO;wg ,d gh Øe osQ ��������;k vuqowQyuh; ������ ������gSa rks buosQ tksM+us ij izkIr vkO;wg
Hkh blh Øe dk gksrk gSA

;fn 
�,�.�	
/�����1���,�.		
/������gks rks


�0���,�� ⇒ .�	
�		
/�����1�;ksx dk lapj.k xq.k ����
����5�&�

�!!��;fn nks vkO;wg vuqowQyuh; (leku&Øe osQ) gSa] rks


�0���,���0�
�;ksx dk Øe&fofues;rk xq.k ���  �����	��5�&�������������


�0���,�.�	
�0�		
/�������,�.		
�0��	
/������,���0�
�gks rks vuqowQyuh; vkO;wg dk ;ksx] Øe fofues; xq.k
dk ikyu djrs gSaA

�!!!��;fn rhu vkO;wg 
-��-���vuqowQyuh; gSa] rks

�
�0����0���,�
�0����0����;ksx dk lkgp;Z xq.k ��

������	��5�&�������������

;gk¡ 
�,�.�	
/�����1���,�.		
/�����1���,�.�	
/������gSa rks

∴��
�0����0���,�.�	
�0�		
/������0�.�	
/������,�.�	
�0�		
�0��	
/�����

vkSj �
�0����0���,�.�	
/������0�.		
�0��	
�/������,�.�	
�0�		
�0��	
/�����

∴��
�0����0���,�
�0����0���

�!"��;fn 
�,d vkO;wg ��9���Øe dk gS vkSj 0 ('kwU;) vkO;wg Hkh mlh Øe dk gS rks 
�0�4�,�
�tgk¡_ 0
('kwU;) vkO;wg dk ;ksx rRled vo;o �������#���� ����gSA

�"��;fn 
�,d vkO;wg ��9���Øe dk gS vkSj 
�0��2�
���,�4�gks] rks 2�
 vkO;wg 
�vkO;wg dk ;ksx O;qRØe
�������	���	��
�� gksrk gSA

nks vkO;wgksa dk vUrj ���9���-����	�2	/"�	�����-���


�,�.�	
/�����1���,�.		
/������rks nks vkO;wgks a dk vUrj 
�2��-�og vkO;wg ��gS ftlesa ;fn
��,�.�	
/������;fn �	
�,��	
�,�		


vFkkZr~ �	
�,��	
�0��2�		
�
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��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

nks vkO;wgksa dk vUrj_ ��esa �osQ ;kstukRed izfrykse �8((���5�	��5������vFkkZr~ ���	� tksM+us
ij feyrk gSA

mnkgj.k 2- ;fn �	
	
 
 
 

1 2 4
0 5 3

	vkSj 	

 
 
 

7 3 2
5 1 9

6	rks �	�		fudkyksA

gy% 
�2���,�
1 7 2 3 4 2 6 1 2
0 5 5 1 3 9 5 4 6

− − − − −   
=   − − − − −   

�

18-6 vkO;wg xq.ku �*����)�*����,��������

;fn 
�,�.�	
/-���9���Øe dk vkO;wg gS rFkk ��,�.		/-���9� �Øe dk vkO;wg gS] rc 
 ,oa ��vkO;wgksa
dk xq.ku 
��,��1�tgk¡] ��,�.�	/-���9���Øe dk vkO;wg 
�gSA vFkkZr~ ;fn nks vkO;wg 
�vkSj ��vuqowQyuh;
gksa ftuesa 
�LrEHkksa dh la[;k ��dh iafDr;ksa osQ cjkcj gks] rks nksuksa vkO;wgksa dks xq.kk dj ldrs gSa vkSj xq.ku
dks 
��ls iznf'kZr djrs gSaA

bl izdkj vkO;wg xq.ku 
��osQ O;kid in �	 dks izkIr djus dh fof/ ;g gSµ


�dh !oha iafDr ,oa � osQ %osa LrEHk osQ laxr jpdksa (vo;oksa) dh xq.kk djuk o budk ;ksxiQy ysukA bls
iafDr xqf.kr LrEHk fof/ dgrs gSaA

ekuk 
�,�.�	�-��	������	�/�rFkk ��,�

1

2

:

k

k

nk

b
b

b

 
 
 
 
 
  

�gks rks 
��dk xq.kuiQy gksxkµ

.�	���	������	�/�

1

2

:

k

k

nk

b

b

b

 
 
 
 
 
  

�, →�

:
:

:
ikc

 
 
 
 
 
  

tgk¡ �	�,��	��	��0��	�	�����0��	
		�0����0�	�	�

;g è;ku esa j[kus ;ksX; gS fd xq.ku ��osQoy rHkh ifjHkkf"kr gS tcfd vkO;wg ��osQ LrEHkksa dh la[;k
�iafDr;ksa dh la[;k osQ cjkcj gSA bl fLFkfr esa vkO;wg ��,oa �xq.ku osQ fy;s vuqowQyuh; gSaA vr%
,d iafDr vkO;wg ,oa LrEHk vkO;wg dh xq.kk dj ldrs gSa ;fn nksuksa esa jpdksa dh la[;k cjkcj gSA

;fn vkO;wg 
-���9���Øe dk gS ,oa �-���9���Øe dk gS rc vkO;wg xq.ku 
����-���9���Øe dk gksxk fdUrq
��rFkk 
�O;wg dk xq.kuiQy ��9���Øe dk gksxkA


�����,�.��-���������/�

1

2

:

n

b
b

b

 
 
 
 
 
  

��, .��	��0���	��0�����+���	�/
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� vkO;wg % vFkZ ,oa izdkj

����
�,

1

2

1

:

n n

b
b

b ×

 
 
 
 
 
  

�.����������/������,�

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

.....

.....
..... ........... .....
..... ........... .....

.....

n

n

n n n n

b a b a b a
b a b a b a

b a b a b a

�

mnkgj.k 3- ;fn �	
	
 
 − 2 × 3

2 1 3
1 3 1 	,oa 	
	 −

3 × 3

4 1 2
3 1 5
2 3 1

	gks rks �

dk eku Kkr dhft;sµ

gy	%�
��,�

4 1 2
2 1 3

3 1 5
1 3 1

2 3 1

 
   −   −    

,�
2.4 1.3 3.2 2.1 ( 1) 3.3 2.2 1.5 3.1

( 1)4 3.3 1.2 ( 1) .1 3( 1) 1.3 ( 1)2 3.5 11
+ + + − + + + 

 − + + − + − + − + + 

,
2 3

17 10 22
7 1 14 ×

 
 
 

�

egÙoiw.kZ uksVµ;fn vkO;wg 
�,oa ��nksuksa ,d gh Øe osQ oxZ vkO;wg gSa rc 
��,oa �
�nksuksa ifjHkkf"kr jgsaxs
rFkk nksuksa mlh Øe osQ oxZ vkO;wg gksaxs] fiQj Hkh lkekU;r% �����������
��≠��
-�vFkkZr~ vkO;wg xq.ku Øe
fofues; ���  �����	���ugha gSA

mnkgj.k 4- ;fn ��

 
 
 

0 1
0 0

 vkSj 	
	
 
 
 

1 0
0 0

gks] rks �	dk eku fudkfy;sA

gy % 
�,
0 1 1 0
0 0 0 0

   
   
   

�,�
0 0
0 0

 
 
 

�,�4

blls ;g fl¼ gksrk gS fd vkO;wg xq.ku ,d 'kwU; vkO;wg gS ysfdu 
�≠�4�vkSj ��≠�4�

vkO;wg xq.ku dk lkgp;Z fu;e

���	vkO;wg xq.ku dk lkgp;Z fu;e �8���-����5�	.�"	�2	����� 	��#��1#�-������

;fn 
�,�.�	
/��������Øe dk gS] ��,�.		/-���9� �Øe dk gS rFkk ��,�.�	/-� �9���Øe dk gS] rc


�����������,��
���������-�nksuksa i{k ��9���Øe osQ vkO;wg gSa] vFkkZr~ vkO;wg xq.ku lgpkjh gSA

;g lqxerk ls fl¼ dj ldrs gSaA

eku yhft;s tgk¡ ����,�.�
	/-�tgk¡

�
	�, 	
	��	��0�	
���	�0������0�		��π�,�
1

p

ik ki
k

b c
=

∑
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��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

vr% 
�����������,�.�	
/-�tgk¡ �
	�,��	���	�0�������	���	

,
1 1 1

n n P

ij ji ij jk ki
i j k

a d n B c
= = =

=∑ ∑ ∑
pw¡fd inksa dh la[;k ifjfer gS] blfy;s ;ksx dk Øe ifjorZu djus ij

, ( )
1

p

ji jk ki
k

a b c
=

∑ ∑ �,��
�������

����	vkO;wg xq.ku dk forj.k fu;e �+�����9���5�	.�"	�2	����� 	��#��1#�-������

;fn 
�,�.�	
/-���9�� Øe dk gS] rFkk ��,�.		/-���,�.�
/-���9�  Øe osQ gSa]

rc


����0����, 
��0�
�

pw¡fd ��0���, .		
/�0�.�
/�,�.	
/�0�.�
/

�vr% 
���0�� ��, .�	/-

tgk¡ �	�, �	���	��0�����0������0��	���	��+����

,
1

( )
p

ij jk jk
j

a b c
=

+∑

,
=

+∑
1

( )
n

ij jk jj jk
i

a b a c �,�
1 1

n n

ij jk ij jk
i i

a b a c
= =

+∑ ∑

vr% .�	/�, 
��0�
�

vr% 
���0����,�
��0�
�

blh rjg ;fn ��,�.		/]���,�.�
/-���9�  Øe osQ gSa ,oa 
�,�.�	
/-� �9�� Øe dk gS] rc ���+���

(��
�0��
�

mnkgj.k 5- ;fn �	
	
 
 
 − 

1 2 3
0 1 1
1 1 0

 rFkk �
 
 
 −
 − 

0 1 2
2 1 1
1 0 1

 rks fl¼ dhft;s% �	�	��

gy% 
��,
1 2 3
0 1 1
1 1 0

 
 
 − 

�
0 1 2
2 1 1
1 0 1

 
 −
 − 

,
× + × + × − × + × + × − × + − × + × − 

 × + × + × × + × + × × + − × + ×
 × + × − + × × + × − + × × + − × − + × 

1 0 2 2 3 1 0 0 1 2 1 1 1 0 1 2 0 1
1 1 2 1 3 0 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0

1 2 2 1 3 1 0 2 1 1 1 1 1 2 1 1 0 1

,
1 1 2
3 1 0
3 0 1

− 
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� vkO;wg % vFkZ ,oa izdkj

vc] �
�,
0 1 2 1 2 3
2 1 1 0 1 1
1 0 1 1 1 0

   
   −
   − −   

,�
0 1 1 0 2 1 2 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1

0 2 1 1 2 1 2 2 1 1 1 1 1 2 0 1 1 1
0 3 1 1 2 0 2 3 1 1 1 0 1 3 0 1 1 0

× + × + × × + × + − − × − × + × + × 
 × + × + × − × + × + − × − − × + × + × −
 × + × + × × + × + − × − × + × + × 

,
2 1 0
1 6 3
1 7 3

 
 − −
 − 

vr% 
��≠��
�

mnkgj.k 6- ;fn ��
�
0 1
1 0
0 1

 
 
 
 

�rFkk 	
 
0 1 2
2 1 0

 
  

rks ��Kkr dhft,A

gy	% 
��,

0 1
1 0
0 1

 
 
 
 

	
0 1 2
2 1 0

 
  


��,
0 0 1 2 1 0 0 2 0 0 1 2
0 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 1
0 2 1 0 1 2 0 0 0 2 1 0

× + × × + × × + × 
 × + × × + × × + ×
 × + × × + × × + × 

,
 
 
 
 

2 0 2
1 1 1
0 2 0

�

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

fuEufyf[kr dFkuksa esa lR; vFkok vlR; dh igpku djsa
�"�����&+��+����+�������&���
���� ��
�����K�������*��
��

�� 
�,�
1 LorqY; laca/ gS tc 
 vkO;wg vuqowQyuh; gSA

;� 
�,���⇔���,�
 lefer laca/ gS] tc 
��� vuqowQyuh; gSaA

G� tc 
������ vkO;wg vuqowQyuh; gSa rks 
	
�� vkSj ��,���⇒�
�,�� LorqY; laca/ fn[kkrk gSA

<� ;fn rhu vkO;wg 
������ vuqowQyuh; gSa rks �
�0����0���,�
�0����0��� ;ksx dk lkgp;Z xq.k
n'kkZrk gSA

�4� nks vkO;wgksa dk varj_ 
 esa � osQ ;kstukRed izfrykse vFkkZr~ 
�0�� tksM+us ij feyrk gSA

18-7 lkjka'k ������� �

• ,d vk;rkdkj vadk;r �(�������������� #�- ftls iafDr;ksa �(�&
� rFkk LrEHkksa esa O;ofLFkr
fd;k x;k gks] vkO;wg dgykrk gSA
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��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

• � iafDr;ksa �(�&
� vkSj � LrEHkksa ����� 
� esa �� la[;kvksa osQ foU;kl ���� ������� dks
��9�� Øe dk vkO;wg �=����B� dgrs gSaA

• tSls vk;r �(���������dh nks foek;sa yEckbZ vkSj pkSM+kbZ gSa mlh izdkj vkO;wg dh foek;sa iafDr;ksa
dh la[;k 9 LrEHkksa dh la[;k gksrh gSA ifjHkk"kk esa fn;s gq, vkO;wg dks 
-��-�� vkfn ls laosQr djrs
gSaA tSls 
��������������������� bR;kfnA

• ;fn fdlh Hkh vkO;wg esa iafDr;ksa vkSj LrEHkksa dh la[;k,¡ � vkSj � gksa] rks vk;rkdkj vH;kl esa oqQy
��9�� vo;oksa dh la[;k gksxhA

• ;fn fdlh vkO;wg esa iafDr;ksa ,oa LrEHkksa dh la[;k cjkcj gS rc mls oxZ vkO;wg dgrs gSaA

• ;fn ��,��- rc vkO;wg esa osQoy ,d LrEHk  jgsxk vkSj iafDr;ksa dh la[;k;sa vusd] bls LrEHk vkO;wg
dgsaxsA

• ;fn fdlh vkO;wg osQ lHkh vo;o 'kwU; gksa] rks og 'kwU; vkO;wg dgykrk gSA

• ;g ,d oxZ vkO;wg gS ftlosQ lHkh fod.kZ vo;o �@���������� ��
� bdkbZ gSa vkSj vU;
vo;o 'kwU; gSaA bls rRled ;k bdkbZ vkO;wg dgrs gSaA

• ;fn fdlh oxZ vkO;wg osQ izeq[k fod.kZ ij fLFkr vo;oksa dks NksM+dj 'ks"k lc 'kwU; gSa] rc mls fod.kZ
vkO;wg dgrs gSaA

• og fod.kZ vkO;wg] ftlosQ lHkh fod.kZ vo;o leku gksa] LosQyj vkO;wg dgykrk gSA

• og oxZ vkO;wg] ftlosQ eq[; fod.kZ osQ Åij osQ vo;o 'kwU; gksa] v/ksf=kdks.kh vkO;wg �5�&��
K���������=����B� dgrs gSaA

• og oxZ vkO;wg ftlosQ iz/ku fod.kZ osQ lc vo;o 'kwU; gksa] vkO;wg dk mifjf=kdks.kh ��>>��
K��������� dgykrk gSA

• oxZ vkO;wg osQ iz/ku fod.kZ osQ lHkh vo;oksa dk tksM+] vkO;wg dk fod.kZ ;ksx dgykrk gSA

• og oxZ vkO;wg 
 (Øe ��9��)] ftlosQ izR;sd �!�2�'�	
 ?kVd (vo;o) osQ fy;s �	
�,��
	 gks]
lefer vkO;wg dgykrk gSA

• og oxZ vkO;wg 
 (Øe ��9��)] ftlosQ izR;sd �!�2�'�	
 ftuosQ izR;sd jpd osQ fy;s �
	�,��	
 gks]
fo"ke&lefer vkO;wg dgykrk gSA

18-8 'kCndks'k �!� "���
�

• vkO;wg �=����B�% vk;rkdkj vadk;rA

• vo;o ���� ��
�% rRoA

18-9 vH;kl&iz'u �#�	��"�$��
���
�

�� ;fn 
�(�
 
 
 

1 2 4
0 5 3

vkSj ��,�
 
 
 

7 3 2
5 1 9

1rks 
�0�� fudkfy,A (mÙkj% 
 
 
 

8 5 6
5 6 12 )
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� vkO;wg % vFkZ ,oa izdkj

2- ;fn 
�,�
 
 
 

2 4 6
3 5 7

 vkSj ��,�
 
 
 

1 3 5
2 4 6

_ rks 
�0�� dk eku fudkfy,A (mÙkj%  
 
 

3 7 11
5 9 13

)

3- ;fn 
�,�
 
 
 

3 5 7
4 6 8  vkSj ��,�

 
 
 

1 3 5
2 4 6 1 rks 
�2�� fudkysaA (mÙkj% 

 
 
 

2 2 2
2 2 2

)

4- ;fn 
�,�
×

 
 − 2 3

2 1 3
1 3 1  rFkk ��,�

×

 
 − 
  3 3

4 1 2
3 1 5
2 3 1

gks] rks 
� fudkyasA

(mÙkj% 
×

 
 
 2 3

17 10 22
7 1 14 )

mÙkj % Lo&ewY;kadu ��
����������������	�
��

1- O;wg ����9�� !� oxZ $� 'kwU; '� fod.kZ

6- lR; ;� lR; G�vlR; <� lR; �4�vlR;

18-10 lanHkZ iqLrosaQ �%���&���#�����
�

iqLrdsa 1- xf.krh; vFkZ'kkL=k µ ekbdy gSjhlu] iSfVªd okYMjuA

2- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ fleksu vkSj Cywe µ ohok ifCyosQ'kuA

3- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ esgrk vkSj enukuh µ lqYrku pUn ,.M lUlA

4- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkyZ ih- fleksu] ykWjsUl CyweA

5- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ ;kekus µ izSfUVl gkWy bfUM;kA

6- ,lsfU'k;y eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ uWV lsMsLVj] ihVj gkeUM] izSfUVl gkWy ifCy-

7- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkmQfUly iQkWj bdksukWfed ,tqosQ'kuA

8- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ ekydkWe] fudksyl] ;w-lh- yUnuA

9- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl ,.M iQkbukUl µ ekfVZu ukeZuA
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��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

bdkbZµ�& % ifjorZ vkSj izfrykse vkO;wg

�$��������
���
��'����
��
#���	(�

vuqØef.kdk ����������

mís'; ��������	�
�

izLrkouk ������������

�<�� vkO;wg dk ifjorZ �K��
>�
�������=����B�

�<�� nks vkO;wg osQ xq.ku osQ ifjorZ �K��
>�
����������������K&��=������
�

�<�! fu;fer vkO;wg �(�������=����B�

�<�$ vkO;wg osQ O;qRØe ;k izfrykse ��	��
������>>�
�������=����B�

�<�' ykfEcd vkO;wg ����+������=����B�

�<�� lkjka'k �"�  ��#�

�<�; 'kCndks'k �%�#&���
�

�<�G vH;kl&iz'u �(�	��&�)��
���
�

�<�< lanHkZ iqLrosaQ �*���+���(�����
�

mís'; ��������	�
�

bl bdkbZ osQ vè;;u osQ i'pkr~ fo|kFkhZ ;ksX; gksaxsµ

• vkO;wg osQ ifjorZ dks tkuus gsrqA

• nks vkO;wg osQ xq.ku osQ ifjorZ dh tkudkjh izkIr djus esaA

• fu;fer vkO;wg dks le>us esaA

• vkO;wg osQ O;qRØe ;k izfrykse laca/h iz'uksa dks gy djus esa enn feysxhA

• ykafcd vkO;wg laca/h ckrksa dks tkuus gsrqA

izLrkouk ������������

izLrqr ikB esa vkO;wg osQ ifjorZ vkSj izfrykse vkfn dh ppkZ gSA blosQ varxZr ;fn 
 ,d ��9�� Øe dk
vkO;wg gS] rc bldh iafDr;ksa ,oa LraHkksa dks vkil esa cnyus ls tks ��9�� vkO;wg izkIr gksxk] mls 
 dk ifjorZ
dgsaxsA

;fn vkO;wg 
 ,oa � xq.ku osQ fy, vuqowQyuh; gSa] rks 
� dk ifjorZ mRØe esa ifjorks± osQ xq.kuiQy osQ cjkcj
gksxkA
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� ifjorZ vkSj izfrykse vkO;wg

19-1 vkO;wg dk ifjorZ �-��
,�
�������*����)�

;fn 
 ,d ��9�� Øe dk vkO;wg gS] rc bldh iafDr;ksa ,oa LrEHkksa dks vkil esa cnyus ls tks ��9��
vkO;wg izkIr gksxk] mls 
 dk ifjorZ dgsaxs rFkk 
′ ;k 
��;k�
� ls n'kkZ;asaxsA

mnkgj.kkFkZ] ;fn


�,
1 3 7
5 2 4

 
   �rc 
′�,�

1 5
3 2
7 4

 
 
 
 

Li"V gS fd vo;o 
	
- tks vkO;wg 
 dh !oha iafDr ,oa 'osa LrEHk esa Fkk] ifjorZ vkO;wg 
′ dh 'oha iafDr
,oa !osa LrEHk ij jgsxkA vr% ;fn


�, .�	
/�,oa�
′�,�.�	
/ ⇒ �	
′�,��	


uksVµ;fn ge�
′ dk ifjorZ ysaxs] rks fiQj ls � izkIr gks tk;sxkA

∴ �
′�′�, �
����,�.
�/� ,�


blh izdkj �����	
	���6 ;gk¡ � ,d vfn'k jkf'k ��-�#��� gSA

izes; 1µ ;fn 
 ,oa � nkssuksa ��9�� Øe osQ vkO;wg gSa] rc

�
�0���′�, 
′�0��′

miifÙkµgesa Kkr gS fd 
 ,oa � ;ksx osQ vuqowQyuh; gksaxs ;fn nksuksa ,d gh Øe ��9�� osQ gksaA vr% eku
yhft,A


�,�.�	
/�,oa���,�.		
/�rc-���,�
�0���,�.�	
/-�tgk¡]��
	�,��
	�0�		


vc 
′�,�.�
	/-��′�,�.	
	/- tgk¡ �
	�,��	
�vkSj 	
	�,�		


��
�0���′�,��′�,�.�
	/�,�.�	
�0�		
/�,�.�
	/�0�.	
	/�,�
′�0��′.

19-2 nks vkO;wg osQ xq.ku osQ ifjorZ �-��
,�
����������������-"��*������
�

izes; 2µ;fn vkO;wg 
�,oa ��xq.ku osQ fy;s vuqowQyuh; gSa] rks 
��dk ifjorZ mRØe esa ifjorks± osQ xq.kuiQy
osQ cjkcj gksxk vFkkZr~ ;fn 
 ,oa ��Øe'k% ��9���,oa ��9� �Øe osQ gSa] rc �
��′�,��′�
′

miifÙkµ
��dk Øe ��9� �gS] rks �
��′�Øe  �9���dk gksxk] �′ dk Øe  �9���,oa 
′�dk Øe
��9���dk gS] vr% �′�
′-� �9���Øe dk gksxkA vFkkZr~ nksuksa �
��′�,oa �′���
′�cjkcj Øe osQ gSaA

eku yks rc 
�,�.�	
/-���,�.	
/-�rc

�
��′�dk �%�2�!�ok¡ vo;o ,��
���dk �!�2�%�ok¡ vo;o

,
=
∑

1

n

ij jk
j

a b

���′�,��	
�-��
′�,���
	�-�tgk¡_ 	
′�,�	
′-��
	′�,��	
′

vr% �′�
′�dk �%�2�!�ok¡ vo;o ,�
=
∑

1

n

jk ij
j

a b
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��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

,�
=
∑

1

n

jk ij
j

a b �,�
=
∑

1

n

ij jk
j

a b

vFkkZr~ �′
 dk �%�2�!�ok¡ vo;o ,��
��′ dk �%�2�!�ok¡ vo;o

∴ �
��′�, �′���
′

bl ifj.kke dks vuqowQyuh; Øe osQ fdlh Hkh la[;k osQ vkO;wgksa rd O;kid fd;k tk ldrk gS] vFkkZr~

�
�������������′�,�′��′���������′��′�
′

uksV~l ;fn 
�,���rc �
��′�,�
′���
′�,��
′���blh izdkj 
�dh dksbZ Hkh /ukRed iw.kk±d

���
���	����������?kkr ysus ij �
�′�,��
′��

19-3 fu;fer vkO;wg �#�������*����)�

oxZ&vkO;wg 
�dks fu;fer dgsaxs ;fn � ,sls vkO;wg vfLrRo esa gSa tc �
�,�,-�tgk¡ ,�mlh Øe dk rRledkjh
vkO;wg gSA

D;k vki tkurs gSa tks oxZ&vkO;wg fu;fer ugha gS] mls fofp=k �"��������vkO;wg dgrs gSaA

ge ;g fl¼ djuk pkgsaxs fd ;fn �
�,�,�gS] 
��,�,�Hkh gksxkA vkO;wg&xq.ku osQ :i esa fl¼ djuk gksxk
fd ;fn

=
∑

1

n

ik kj
k

a b �, δ��1�!-�'�,��-��-�����-�

rc
=

∑
1

n

ik ij
k

a b �, δ	
1�!-�'�,��-��-�����-�

tks fd u osQoy lR; gS oju~ Li"V gSA

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

fjDr LFkkuksa dh iwfrZ djsa �*�������+�����:
�µ

�� ;fn vkO;wg 
 ,oa � xq.ku osQ fy, vuqowQyuh; gSa] rks 
� dk ifjorZ mRØe ifjorks± osQ --------- osQ
cjkcj gksrk gSA

�� oxZ&vkO;wg 
 dks fu;fer dgsaxs ;fn � ,sls vkO;wg vfLrRo esa gSa tc �
�,��] tgk¡ � mlh Øe
dk --------- vkO;wg gSA

!� fdlh O;qRØe.kh; vkO;wg dk izfrykse --------- gksrk gSA

$� ;fn 
 --------- oxZ vkO;wg gS] rc 
��,�4�⇒���,�4

'� ;fn 

′�,�� rks 
 dks --------- vkO;wg dgrs gSaA
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� ifjorZ vkSj izfrykse vkO;wg

19-4  vkO;wg osQ O;qRØe ;k izfrykse ��	��
������,,�
�������*����)�

;fn oxZ&vkO;wg 
 fu;fer gS rc ,sls oxZ vkO;wg ��dk vfLrRo gS fd �
�,�
��,�,

vr% ge fu;fer vkO;wg�
 dks O;qRØe.kh; ��	���������dgsaxs rFkk ��dks 
 dk izfrykse dgsaxs ,oa mls

���n'kkZ;saxsA bl fLFkfr esa O;wg dk O;qRØe fuEu izdkj fudkyk tkrk gSµ
�!��O;wg 
�osQ vo;oksa �	
�osQ lg&[k.Mksa ���6������
���
	�ls izfrLFkkfir djosQ O;wg dk ifjorZ �K��
6
>�
�� cuk ysrs gSaA bl izdkj cus ifjofrZr O;wg dks 
 dk lg[kaMt �������� dgrs gSa rkfd

 
 
 
 
  

11 21 1

12 22 2
:

1 2

......

......

......

n

n

n n nn

c c c
c c c

c c c

�!!��������
��dks 
 osQ lkjf.kd L
L�ls Hkkx nsrs gSaA (;fn L
L�≠�4)

Adj ( )
| |

A
A

�,

111 21

212 22

1 2

...
| | | | | |

...
| | | | | |

:

...
| | | | | |

n

n

n n nn

cc c
A A A

cc c
A A A

c c c
A A A

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

�����
( )
| |

A
A
�gh vfHk"V 
���gksrk gSA

mnkgj.k 1% ;fn �	
�
 
 
 
  

1 2 3
2 3 5
3 5 12

�gksa rks ���	Kkr dhft,A

gy % gesa Kkr gS fd 
���,�
Adj.
| |

A
A

fn;s gq, vkO;wg dk ifjorZ �K��
>�
�����=����B��cukus ij


′�,
 
 
 
  

1 2 3
2 3 5
3 5 12

lg[k.Mt �������) Kkr djus osQ fy, vkO;wg 
���	
� osQ lg[kaMt fuEu izdkj fudkysaxsµ

lg[k.M���, 0�
 
 
 

3 5
5 12

�,�!��2��'�,���

lg[k.M���, 2�
 
 
 

2 5
3 12

�,���$�2��'��,�2�<



uksV

VED1

E\L-LOVELY-H\math19-1 IInd 6-8-11 IIIrd 24-1-12 IVth 21-4-12 VIth 10-9-12 VIIth 11-5-13

��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

lg[k.M�!�, 0�  
 
 

2 3
3 5

�,��4�2�<�,��

lg[k.M���, 2�
 
 
 

2 3
5 12

�,��$�2��'�,�2�<

lg[k.M�!�, 0�
 
 
 

1 3
3 12

�,����2�<�,�!

lg[k.M�'�, 2�
 
 
 

1 2
3 5

�,�2��'�2����,�2��2����,�0��

lg[k.M�!�, 0�  
 
 

2 3
3 5

�,���4�2�<��,��

lg[k.M�'�, 2�
 
 
 

1 3
2 5

�,�2��'�2����,�0��

lg[k.M����, 0�  
 
 

1 2
2 3

�,��!�2�$��,�2��


�'��
�,

11 9 1
9 3 1
1 1 1

− 
 − 
 − 

L
L�,
 

       = − +              

1 2 3
3 5 2 5 2 3

2 3 5 1 2 3
5 12 3 12 3 5

3 5 12
, ���!��2��'��2�����$�2��'��0�!���4�2�<�
, ���9�����2����9�<��0��!�9����,����2��G�0�!�,�2�$


���,

 − − 
−   

   = − − = − −   
   − 

 − −  

11 9 1
4 4 411 9 1

1 9 3 1
9 3 1

| | 4 4 4 4
1 1 1 1 1 1

4 4 4

Adj. A
A

�

O;qRØe vkO;wg osQ xq.k/eZ �:��1������	�2	��5����	�����-���

fdlh O;qRØe.kh; vkO;wg dk izfrykse ��	��
���vf}rh; gksrk gSA vf}rh; dk vFkZ gSµ;fn 
�dk izfrykse
� gS] rks ��osQ vykok dksbZ nwljk vkO;wg 
�dk izfrykse ugha gSA

miifÙkµ;fn lEHko gS] rks eku yks ��,oa ��nksuksa vkO;wg 
�osQ izfrykse gSaA rc


���, �
�,�,

rFkk 
��, �
�,�,


��, 
��, ⇒ ��
���,���
��

⇒ ��
���, ��
��
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� ifjorZ vkSj izfrykse vkO;wg

⇒ ,��, ,�

⇒ ��, �

�!!��;fn 
�,oa ��O;qRØe.kh; vkO;wg gSa rFkk mudk Øe � gS] rc mudk xq.ku 
��Hkh O;qRØe.kh; gS rFkk
�
�����,������
���

miifÙkµ pw¡fd 
�,oa ��O;qRØe.kh; gSa] vr% 
���,oa ����dk vfLrRo gS_ ifj.kker%

�����
�����
���,������
���
���∴�xq.ku lgpkjh gSA

, �����,���
���
�,��

, ������,�,

iqu% �
��������
����, 
��������
��

, 
�,
���

, 

���,�,

vr% 
��O;qRØe.kh; gS ,oa �
�����,�����
���

fVIi.khµ���	;fn �;�;��;<<<<;���� leku Øe osQ O;qRØe.kh; vkO;wg gSa] rc ��<<�<<<<<��

	���	<<<���	��	���

����	;fn � fu;fer oxZ&vkO;wg gS] rc �����	�		
	�6

;fn �fu;fer oxZ&vkO;wg gS] rc �����	�	�����

�����	vkO;wg esa ifjorZ ,oa O;qRØe.kh; lafØ;k Øe&fofues; ���$$�����5��	gSA

�
′����, �
�����

19-5  ykfEcd vkO;wg ����&������*����)�

;fn 

′�,�,�rks 
�dks ykfEcd vkO;wg dgrs gSaA

vLoSfPNd ��5�#�����) vkO;wg

;fn 
�oxZ vkO;wg gS vkSj 
��,�,�(rRled ;k bdkbZ)] rks 
�dks vLoSfPNd ��	������#��vkO;wg dgrs
gSaA

mnkgj.k% n'kkZb, fd fuEufyf[kr :i osQ �	=	�	vkO;wgksa osQ fy;s xq.ku Øe&fofues; gSaµ

 
 − 

a b
b a

-�
 
 − 

x y
y x

gy % ;gk¡ 
��,
   
   − −   

,
a b x y
b a y x

,
− + 

 − − − + 

ax by ay bx
bx ay by ax

rFkk �
�,
− +     

=     − − − − − +     

x y a b xa yb xb ya
y x b a ya xb yb xa

�
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��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

fuEufyf[kr dFkuksa esa lR; vFkok vlR; dh igpku djsa

�"�����&+��+����+�������&���
���� ��
�����K�������*��
��µ

�� O;wg 
 osQ vo;oksa �	
 osQ lg&[kaMksa �
	 ls izfrLFkkfir djosQ O;wg dk ifjorZ cuk ysrs gSaA bl izdkj
cus ifjofrZr O;wg dks 
 dk lg[kaMt dgrs gSaA

;� fdlh O;qRØe.kh; vkO;wg dk izfrykse vf}rh; ugha gksrk gSA

G� ;fn � fu;fer oxZ vkO;wg gS] rc 
��,�4�⇒�
�,�4�

<� ;fn 

′�,�� rks 
 dks 'kwU; vkO;wg dgrs gSaA

�4� ;fn oxZ vkO;wg 
 gS vkSj 
��,��- rks 
 dks vLoSfPNd vkO;wg dgrs gSaA

19-6 lkjka'k ������� �

• ;fn 
 ,d ��9�� Øe dk vkO;wg gS] rc bldh iafDr;ksa ,oa LrEHkksa dks vkil esa cnyus ls tks
��9�� vkO;wg izkIr gksxk] mls 
 dk ifjorZ dgsaxs rFkk 
′ ;k 
��;k�
� ls n'kkZ;asaxsA

• vkO;wg 
�,oa ��xq.ku osQ fy;s vuqowQyuh; gSa] rks 
��dk ifjorZ mRØe esa ifjorks± osQ xq.kuiQy osQ
cjkcj gksxk vFkkZr~ ;fn 
 ,oa ��Øe'k% ��9���,oa ��9� �Øe osQ gSa] rc �
��′�,��′��
′.

• oxZ&vkO;wg 
�dks fu;fer dgsaxs ;fn � ,sls vkO;wg vfLrRo esa gSa tc �
�,�,-�tgk¡ ,�mlh Øe dk
rRledkjh vkO;wg gSA

• ge fu;fer vkO;wg�
 dks O;qRØe.kh; ��	���������dgsaxs rFkk ��dks 
 dk izfrykse dgsaxs ,oa mls

���n'kkZ;saxsA

• fdlh O;qRØe.kh; vkO;wg dk izfrykse ��	��
���vf}rh; gksrk gSA vf}rh; dk vFkZ gSµ;fn 
�dk
izfrykse � gS] rks ��osQ vykok dksbZ nwljk vkO;wg 
�dk izfrykse ugha gSA

• ;fn 
�,oa ��O;qRØe.kh; vkO;wg gSa rFkk mudk Øe � gS] rc mudk xq.ku 
��Hkh O;qRØe.kh; gS rFkk
�
�����,������
���

• ;fn 
�����������-�
� leku Øe osQ O;qRØe.kh; vkO;wg gSa] rc �
����������,����������

����
���;fn 
 fu;fer oxZ&vkO;wg gS] rc 
��,�4�⇒���,�41

• ;fn ��fu;fer oxZ&vkO;wg gS] rc 
��,�4�⇒�
�,�4�vkO;wg esa ifjorZ ,oa O;qRØe.kh; lafØ;k
Øe&fofues; ���  �����	���gSA

• ;fn 

′�,�,�rks 
�dks ykfEcd vkO;wg dgrs gSaA

• ;fn 
�oxZ vkO;wg gS vkSj 
��,�,�(rRled ;k bdkbZ)] rks 
�dks vLoSfPNd ��	������#��vkO;wg
dgrs gSaA

19-7 'kCndks'k �!� "���
�

• vfn'k �"������% ftldk ifjek.k gks] ijUrq fn'kk ughaA

• O;qRØe ��	��
��% izfrykseA
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ���� ifjorZ vkSj izfrykse vkO;wg

19-8 vH;kl&iz'u �#�	��"�$��
���
�

1- fl¼ djsa fd �
�0���′�,�
′�0���′

2- lkfcr djsa fd �
��′�,��′��
�′

3- ;fn 
�,�

 
 
 
  

1 2 3
2 3 5
3 5 12

gksa] rks 
�� fudkysaA (mÙkj% 

− − 
 
 

− − 
 
 − − 
  

11 9 10
4 4 4
9 3 1
4 4 4
1 1 1

4 4 4

)

mÙkj % Lo&ewY;kadu ��
����������������	�
��

1- xq.ku �� rRledkjh !� vf}rh; $� fu;fer '� ykfEcd

6- lR; ;� vlR; G�lR; <� vlR; �4�lR;

19-9 lanHkZ iqLrosaQ �%���&���#�����
�

iqLrdsa 1- xf.krh; vFkZ'kkL=k µ ekbdy gSjhlu] iSfVªd okYMjuA

2- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ esgrk vkSj enukuh µ lqYrku pUn ,.M lUlA

3- ,lsfU'k;y eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ uWV lsMsLVj] ihVj gkeUM] izSfUVl gkWy ifCy-

4- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkyZ ih- fleksu] ykWjsUl CyweA

5- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ ;kekus µ izSfUVl gkWy bfUM;kA

6- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkmQfUly iQkWj bdksukWfed ,tqosQ'kuA

7- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ ekydkWe] fudksyl] ;w-lh- yUnuA

8- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ fleksu vkSj Cywe µ ohok ifCyosQ'kuA

9- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl ,.M iQkbukUl µ ekfVZu ukeZuA
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��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

bdkbZµ)* % ozsQej osQ fu;e

���������	
���

vuqØef.kdk ����������

mís'; ��������	�
�

izLrkouk ������������

�4�� ;qxir lehdj.k dk gy (ozsQej osQ fu;e) ."����������"� �������
��A�����

���� ��8
�(����/

�4�� lkjka'k �"�  ��#�

�4�! 'kCndks'k �%�#&���
�

�4�$ vH;kl&iz'u �(�	��&�)��
���
�

�4�' lanHkZ iqLrosaQ �*���+���(�����
�

mís'; ��������	�
�

bl bdkbZ osQ vè;;u osQ i'pkr~ fo|kFkhZ ;ksX; gksaxsµ

• ;qxir lehdj.kksa dks gy djus dh fof/ dks lh[k ik,¡xsA

• ozsQej osQ fu;e ls voxr gksaxsA

izLrkouk ������������

ozsQej us ;qxir lehdj.kksa dks gy djus dh ljy fof/ dh [kkst dh ftls lkjf.kd fof/ dh laKk nsrs gSaA bl
fof/ ls lehdj.kksa dks vklkuh ls gy fd;k tk ldrk gSA

20-1 ;qxir lehdj.kksa dk gy (ozsQej osQ fu;e)
.���������������������
��(�����
��������/
�#����0

;qxir lehdj.kksa dk gy lkjf.kd }kjk vklkuh ls fuEu izdkj fudkyk tk ldrk gSµ

igys ge nks pjksa osQ ;qxir lehdj.kksa dks gy djsaxsµ

����0�	���, �� ����!�

����0�	���, �� ����!!�
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ�	
� ozsQej osQ fu;e

pjksa (� vkSj �) osQ xq.kkadksa dk lkjf.kd 1 1

2 2

a b

a b
 gSa] � dk eku fudkyus osQ fy, xq.kkadksa osQ lkjf.kd

osQ xq.kkadksa osQ LrEHk osQ LFkku ij vpjksa dk LrEHk fy[k nsrs gSa] vr,o lkjf.kd 1 1

2 2

c b
c b

gks tk;sxkA blh

izdkj � dk eku fudkyus osQ fy, � osQ xq.kkadksa osQ LrEHk osQ LFkku ij vpjksa dk LrEHk fy[k nsrs gSaA bls ge
fuEu izdkj fy[k nsrs gSaµ

x
x�������� ���	
� ��

��� ��
��
� �� ����� �� �����

�� ����
� �������� ���

�,
1y

y x, y
=

�������� ���	
�� ��
 � �
 ��������
� �� ��������

��� ���� �
� 
������� 
� �����

�� ����
� �� ���������

;gk¡ ij mYys[kuh; gS fd izR;sd lehdj.k esa leLr vpj jkf'k;k¡ (¾) fpÉ osQ nkb± vksj fy[k ysrs gSaA

bls ozsQej osQ fu;e osQ vuqlkj fuEu izdkj gy fd;k tk ldrk gSµ

��,�

1 1

2 2

1 1

2 2

,

c b
c b

a b
a b

 
 
 
 
 
 

���,�

1 1

2 2

1 1

2 2

a c
a c

a b
a b

 
 
 
 
 
 

�mijksDr dks ge bl :i esa Hkh fy[k ldrs gSaµ

1 1

2 2

x
c b
c b

 
 
 

�,
1 1 1 1

2 2 2 2

1y
a c a b
a c a b

=
   
   
   

bl izdkj nks ls vf/d pjksa osQ lehdj.kksa dks Hkh gy fd;k tk ldrk gSA

mnkgj.k 1- lkjf.kd dk iz;ksx djosQ fuEufyf[kr lehdj.kksa dks gy dhft,A
��	�	��	
 �
��	�	��	
 �

gy % xq.kkadksa dk lkjf.kd 
3 4
3 4

 
 − 

 gS rFkk vpjksa dk LrEHk 
5
2

 
 
 

 gS] vr%

5 4
2 4

x
 
 − 

�,
1

3 5 3 4
3 4 3 4

y =
   
   −   

vFkok
− −( 20 8)

x
�,

1
(6 15) ( 12 12)

y =
− − −

;k
28
x

−
,

1
9 24
y =

− −
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��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

vr% ��,
− =
−

28 7
24 6

��,
9 3

24 8
− =

−
�

VkLd nks pjksa okyk ,d ;qxir lehdj.k fy[ksaA

vkb;s] vc fuEufyf[kr ;qxir lehdj.kksa osQ leqPp; ij fopkj djsaµ

������0�������0��������, ��

������0�������0�������, ��

������0�������0�������, ��

mi;qZDr lehdj.kksa dks Øsej osQ fu;e ���� ��8
�(�����osQ vuqlkj vkO;wg osQ :i esa fuEu izdkj fy[kk tk
ldrk gSµ


��, * ����!�

;gk¡] 
�,�xq.kkad �	
�dk O;wg gS


�,

 
 
 
  

11 12 12

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

��,�pjksa dk LrEHk lfn'k

,

 
 
 
  

1

2

3

x
x
x
�vkSj ��,�vpjksa dk LrEHk lfn'k

-�,
 
 
 
  

1

2

3

z
z
z

lehdj.k �!��dks 
���ls iwoZ xq.ku djus ij


���
��, 
���-

vFkok ��, 
���- .∴�

���,�,/

vFkok
 
 
 
  

1

2

3

x
x
x
�,

   
   
   
      

11 21 31 1

12 22 32 2

13 23 33 3

1
| |

c c c z
c c c z

A
c c c z

;gk¡ �	
�	
�osQ laxr lg[k.M gSaA

vr,o ��,
+ +1 11 2 21 3 31

| |
z c z c z c

A

blh izdkj] ���rFkk ���dk eku fudkyk tk ldrk gSA



uksV

VED1

E\L-LOVELY-H\math20-1 IInd 21-10-11 IIIrd 24-1-12 IVth 21-4-12 VIth 10-9-12 VIIth 11-5-13

����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ�	
� ozsQej osQ fu;e

mnkgj.k 2- vkO;wg osQ iz;ksx }kjk gy dhft;sµ

��	�	��	
 � ����!�

��	�	��	
 � ����!!�

gy % mi;qZDr lehdj.kksa dks vkO;wg osQ :i esa fy[kus ij


��, -

;gk¡] 
�,
 
 
 

4 2
3 5

-���,�
 
 
 

x
y
�rFkk -�,�

 
 
 

2
21

ozsQej osQ fu;e dk iz;ksx djus ij

��, 
��-

,
Adjoint

| |
A

A
��-


���Kkr djus osQ fy;s igys gesa fn;s gq, vkO;wg dk ifjorZ �K��
>�
���djuk gksxkµ


′�,
 
 
 

4 3
2 5

�������
�,
5 2
3 4

−
−

lg[k.M�$�, 0�'

lg[k.M�!�, 2��

lg[k.M���, 2�!

lg[k.M�'�, 0�$


���,

5 2
5 2Adj 1 14 14
3 4 3 4| | 14

14 14

A
A

− 
 − =   − −  
  

vc  
 
 

x
y
�,

− 
   
   −   
  

5 2
214 14

3 4 21
14 14

,

5 2 5 162 21 3
14 14 7 7

3 393 4 62 21
7 714 14

 −    −   × + × −            = =     −−        +× + ×                

vr% ��,
−16
7
�rFkk ��,�

39
7
�gksxkA
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�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

mnkgj.k 3- vkO;wg iz.kkyh ls gy dhft,µ

�	�	��	�	��	
  <<<���

��	�	�	�	��	
 � <<<����

��	�	�	�	��	
 �	 <<<�����

gy % mi;qZDr lehdj.kksa dks vkO;wg osQ :i esa fy[kus ij

1 2 3
3 1 4
2 1 2

− 
 − 
 − 

�

1
3
1

x
y
z

   
   =   
   −   

ozsQej fu;e dk iz;ksx djus ij

 
 
 
  

x
y
z

�,
1 2 3 1
3 1 4 3
2 1 2 1

−   
   −   
   − −   

lg[k.M�
�,
1 3 2
2 1 1
3 4 2

 
 − − 
 − 

lg[k.M���, 0�
1 1
4 2

− 
 
 

�,�0��2���2�$��,�2��

lg[k.M�!�, 2�
2 1
3 2

− 
 − 

�,�2��2�$�2�!��,�2��

lg[k.M���, 0�
2 1
3 4

− − 
 
 

�,�0��2�G�0�!��,�2�'

lg[k.M�2���, 2�
3 2
4 2

 
 − 

�,�2��2���2�G��,�0��$

lg[k.M�2���, 0�
1 2
3 2

 
 − 

�,�0��2���2����,�2�G

lg[k.M���, 2�
 
 
 

1 3
3 4

�,�2��$�2�<��,�0�'

lg[k.M�!�, 0�
3 2
1 1

 
 − 

�,�0��!�0����,�0�'

lg[k.M �$�, 2�
1 2
2 1

 
 − 

�,�2����0�$��,�2�'

lg[k.M�2���, 0�
1 3
2 1

 
 − − 

�,�0��2���0����,�0�'
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ�	
� ozsQej osQ fu;e

�������
�,

− − − 
 + − + 
 + − + 

6 1 5
14 8 5
5 5 5

L
L�,
1 2 3

1 4 3 4 3 1
3 1 4 1 2 3

1 2 2 2 2 1
2 1 2

− 
− −      − = − +       − −      − 

, ��9����2�$��0����2���2�G��0�!��!�0���

, 2�	��2��G�,��'�,�2��'

vr% 
���,

6 1 5
Adj. 1

14 8 5
| | 15

5 5 5

A
A

− − − 
 = − −  − 

,

−   −   −   
   − − = − −   
   
   − − − −      

6 1 5 2 1 1
15 15 15 5 15 3
14 8 5 14 8 1
15 15 15 15 15 3
5 5 5 1 1 1

15 15 15 3 3 3

vc]
 
 
 
  

x
y
z

�,

2 1 1
5 15 3 1

14 8 1
3

15 15 3
11 1 1

3 3 3

 − 
  
  − − =   
   − 

 − −  

,

 − × + −    −     − + + =        
 − + +  

2 3 1
1 8

5 15 3
15

14 24 1
1

15 15 3
11 3 1

3 3 3

vr% gy djus ij ��,�2�
8

15
-���,��-�*�,�� izkIr gksaxsA

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

fjDr LFkkuksa dh iwfrZ djsa �*�������+�����:
�µ

�� ;qxir lehdj.kksa dk gy --------- }kjk vklkuh ls fd;k tk ldrk gSA

��
=

   
   
   

1 1 1 1

2 2 2 2

x y
c b a c

c b a c
 ,�---------

!� 
�� Kkr djus osQ fy, igys fn, gq, vkO;wg dk --------- djuk gksrk gSA
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��� ����������	�

�����������
���

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

20-2 lkjka'k ������� �

• ;qxir lehdj.kksa dk gy lkjf.kd }kjk vklkuh ls fuEu izdkj fudkyk tk ldrk gSµ

igys ge nks pjksa osQ ;qxir lehdj.kksa dks gy djsaxsµ

����0�	���,���

����0�	���,���

pjksa (� vkSj �) osQ xq.kkadksa dk lkjf.kd 1 1

2 2

a b

a b
 gSa] � dk eku fudkyus osQ fy, xq.kkadksa osQ

lkjf.kd osQ xq.kkadksa osQ LrEHk osQ LFkku ij vpjksa dk LrEHk fy[k nsrs gSaA

20-3 'kCndks'k �!� "���
�

• ;qxir �"� �������
�% lkFk&lkFkA

20-4 vH;kl&iz'u �#�	��"�$��
���
�

1- fuEufyf[kr lehdj.kksa dks gy djsaµ

�!� $��0����,��1�!��2'��(���

�!!� ���2�!��0�$*�,�G

!��2�$��0�'*�,�2$

$����'��0��*�,��� (mÙkj% �!����,��-���,�!��!!����,��-���,��-�*�,�!)

2- fl¼ dhft, fd

− −
− − = + +

− −

2 2
2 2 .
2 2

a b c a a
b b c a b a b c
c c c a b

3- lkjf.kd dk iz;ksx djosQ fuEu lehdj.k dks gy djsaµ

!��0�$��,�'

!��2�$��,�� (mÙkj% ��,�
7
6
-���,�

3
8
)

mÙkj % Lo&ewY;kadu ��
����������������	�
��

1- lkjf.kd ��  
 
 

1 1

2 2

1
a b

a b

!� ifjorZ
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����������	�

�����������
��� ���

bdkbZ�	
� ozsQej osQ fu;e

20-5 lanHkZ iqLrosaQ �%���&���#�����
�

iqLrdsa 1- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl ,.M iQkbukUl µ ekfVZu ukeZuA

2- ,lsfU'k;y eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ uWV lsMsLVj] ihVj gkeUM] izSfUVl gkWy ifCy-

3- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkyZ ih- fleksu] ykWjsUl CyweA

4- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ ;kekus µ izSfUVl gkWy bfUM;kA

5- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkmQfUly iQkWj bdksukWfed ,tqosQ'kuA

6- xf.krh; vFkZ'kkL=k µ ekbdy gSjhlu] iSfVªd okYMjuA

7- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ esgrk vkSj enukuh µ lqYrku pUn ,.M lUlA

8- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ ekydkWe] fudksyl] ;w-lh- yUnuA

9- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ fleksu vkSj Cywe µ ohok ifCyosQ'kuA
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vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

bdkbZµ�� % lkjf.kd % izdkj ,oa xq.k&/eZ

�������	
�
����������
���������	���

vuqØef.kdk ����������

mís'; ��������	�
�

izLrkouk ������������

���� lkjf.kd dh ifjHkk"kk �����������������������

���� lkjf.kd dh iafDr;k¡ rFkk LrEHk ����
���������
����������������

���� lkjf.kd dk :i vkSj mlosQ vo;o �� �!�������
������
����������������

���" lkjf.kd dk foLrkj �#$!�
������������������

���% lg&[k.M ���������
�

���& lkjf.kdksa osQ xq.k&/eZ �'��!�����
�������������
�

���( nks lkjf.kdksa dk xq.kuiQy �)����!�����������*������������
�

���+ lkjka'k �������,�

���- 'kCndks'k �.�,����
�

����/ vH;kl&iz'u ���	����0��
���
�

����� lanHkZ iqLrosaQ �1��� ��������2
�

mís'; ��������	�
�

bl bdkbZ osQ vè;;u osQ i'pkr~ fo|kFkhZ ;ksX; gksaxsµ

• lkjf.kd dh ifjHkk"kk dks le>us esaA

• lkjf.kd dh iafDr;k¡ rFkk LraHkksa dh tkudkjh izkIr djus gsrqA

• lkjf.kd dk :i rFkk mlosQ vo;o laca/h tkudkjh izkIr djus esaA

• lkjf.kd dk foLrkj ls lacaf/r iz'uksa dks gy djus gsrqA

• lg&[kaM laca/h iz'uksa dks gy djus dh tkudkjh gsrqA

• lkjf.kdksa osQ xq.k&/eZ ls voxr gksaxsA

• lkjf.kdksa dk xq.kuiQy Kkr djus esaA
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������	
���������	��������� ���

bdkbZ���� lkjf.kd % izdkj ,oa xq.k&/eZ

izLrkouk ������������

;qxir lehdj.kksa dks gy djuk cgqr dfBu gksrk gS D;ksafd bu lehdj.kksa esa ftrus pjksa dh la[;k gksrh gS mrus
gh lehdj.k gksrs gSaA bu lehdj.kksa osQ vklku gy osQ fy, chtxf.kr esa fo'ks"k fof/ dk iz;ksx fd;k tkrk gS]
ftls lkjf.kd ������������dgrs gSaA

21-1 lkjf.kd dh ifjHkk"kk �����������������������

fuEufyf[kr nks ,d?kkrh; lehdj.kksa ij fopkj dhft;sµ

����3�����4 / ������

����3�����4 / �������

mi;qZDr lehdj.kksa ls ��vkSj���dk foyh;u �#����������djus osQ fy, lehdj.k ����dks ���ls vkSj
lehdj.k �����dks ���djosQ ?kVkus ij

������5���������4 /

;k �����5������4 /

;k �����5������4 /

O;atd ������5�������dks fuEufyf[kr :i esa iznf'kZr fd;k x;k gSµ

1 1

2 2

a b
a b

ftls lkjf.kd ������������dgrs gSaA

∴ �����5������4
1 2

2 2

a b
a b

O;atd ������5�������dks bl lkjf.kd dk izlkj �#$!�
����vFkok eku �6������dgrs gSaA

mi;qZDr lkjf.kd esa nks iafDr;k¡ ����
��rFkk nks LrEHk ������
��gSaA vr% mi;qZDr lkjf.kd] f}rh; dksfV
vFkok f}rh; Øe ��������������dk lkjf.kd dgykrk gSA O;atd ������5�������dks bl lkjf.kd dk
foLrkj �#$!�
����dgrs gSaA ��7���7���7����lkjf.kd osQ vo;o ���
������
��dgykrs gSa rFkk���7

���vkSj ��7����blosQ vax �#�����
��dgykrs gSaA

vc fuEufyf[kr rhu ,d?kkrh; lehdj.kksa ij fopkj dhft,µ

���3�����3�����4 /

���3�����3�����4 /

���3�����3�����4 /

bu rhuksa lehdj.kksa ls �7��7���dk foyksiu djus ij fuEufyf[kr iQy izkIr gksrk gSµ

���������5�������5����������5�������3����������5�������4�/

vFkok

����������5�������5����������5�������3����������5�������4�/
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��� ������	
���������	���������

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

izkIr iQy esa izkIr ckb± vksj osQ O;atd dks fuEufyf[kr :i esa iznf'kZr fd;k x;k gSµ

1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
a b c
a b c

ftls r`rh; dksfV �* �����������dk lkjf.kd dgrs gSaA r`rh; dksfV osQ lkjf.kd esa rhu iafDr;k¡ ����
�
rFkk rhu LrEHk ������
��gksrs gSaA

uksV~l ckb± vksj osQ O;atd dks mi;qZDr lkjf.kd dk izlkj �#$!�
����vFkok eku �6�����

dgrs gSaA

21-2 lkjf.kd dh iafDr;k¡ rFkk LrEHk
����
���������
����������������

fdlh lkjf.kd esa] Åij ls uhps dh vksj {kSfrt js[kk;sa mldh Øe'k% igyh] nwljh] rhljh iafDr;k¡ ����
�
dgykrh gSa ftUgsa Øe'k% 	�7�	�7�	�7����}kjk O;Dr djrs gSa rFkk ckb± vksj ls nkb± vksj ÅèokZ/j js[kk;sa mlosQ
Øe'k% igys] nwljs rhljs----LrEHk ������
��dgykrs gSa ftUgsa Øe'k% 
�7�
�7�
�����}kjk O;Dr djrs gSaA

21-3 lkjf.kd dk :i vkSj mlosQ vo;o
������������
������
����������������

izR;sd lkjf.kd dk :i oxkZdkj gksrk gSA vr% dksbZ lkjf.kd ftrus dksfV ��������dk gksxk mlesa mruh gh
iafDr;k¡ vkSj mrus gh LrEHk gksaxsA

mnkgj.kkFkZµr`rh; dksfV �* �����������dh lkjf.kd esa 3 iafDr;k¡ rFkk 3 LrEHk gksrs gSa vkSj oqQy vo;oksa
dh la[;k 32 vFkkZr~ 9 gSA vr% ��dksfV osQ lkjf.kd esa ��iafDr;k¡ rFkk ��LrEHk gksaxs rFkk oqQy vo;oksa dh
la[;k ���gksxhA

D;k vki tkurs gSa lkjf.kd esa vo;oksa dh la[;k 4�(lkjf.kd dh dksfV)2

21-4 lkjf.kd dk foLrkj �����
������������������

f}rh; dksfV dh lkjf.kd dk foLrkj fuEu izdkj djrs gSaµ

� 1 1

2 2

a b
a b

�4�
1

2

a
b �5�

1

2

b
a �4������5�����
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������	
���������	��������� ���

bdkbZ���� lkjf.kd % izdkj ,oa xq.k&/eZ

mnkgj.kkFkZµ 
4 2
3 5

−
−

�4�
4

5 �5�
2

3−

4��"�8�%��5��5���8�5����4��/�5�&�4��"

r`rh; dksfV �	
���������osQ lkjf.kd dk foLrkj

eku yks r`rh; dksfV dk lkjf.kd gSµ

��4
1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
a b c
a b c

lkjf.kd dk foLrkj lk/kj.kr;k igyh iafDr ������osQ vo;oksa osQ lkis{k vFkok igys LrEHk ��������osQ
vo;oksa osQ lkis{k fd;k tkrk gSA

��� igyh iafDr osQ vo;oksa (��������) osQ lkis{k foLrkj �#$!�
�����*���
����1��
�
����5

dYiuk djks fd ∆�4�����5����3���
 ������

tgk¡ �7�7�
�Øe'k% lkjf.kdksa dks izdV djrs gSaA

uksVµ foLrkj esa inksa osQ fpÉ Øe'k% �����������������Øe esa ysrs gSaA

�7�7�
�dks fuEufyf[kr fof/ }kjk Kkr djrs gSaµ

��4����ftl iafDr rFkk LrEHk esa vkrk gS mUgsa NksM+us ij izkIr lkjf.kd

�4����ftl iafDr rFkk LrEHk esa vkrk gS mUgsa NksM+us ij izkIr lkjf.kd


�4����ftl iafDr rFkk LrEHk esa vkrk gS mUgsa NksM+us ij izkIr lkjf.kd

;gk¡] ���igyh iafDr rFkk igys LrEHk esa vkrk gS_ vr% bUgsa NksM+us ij izkIr lkjf.kd

9�9�4 2 2

3 3

b c
b c

blh izdkj] �� igyh iafDr rFkk nwljs LrEHk esa vkrk gS] vr% bUgsa NksM+us ij izkIr lkjf.kd

99�4 2 2

3 3

a b
a b

rFkk ���igyh iafDr rFkk rhljs LrEHk esa vkrk gS] vr% bUgsa NksM+us ij izkIr lkjf.kd

9
9�4 2 2

3 3

a b
a b

lehdj.k (1) ls] fn;s gq, lkjf.kd dk foLrkj djus ij ikrs gSaµ

���4
2 2 2 2 2 2

1 1
3 3 3 3 3 3

b c a c a b
b c

b c a c a b
− = + =

���������5�������5����������5�������3���������5������

�������5��������5��������5��������3��������5�������
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��� ������	
���������	���������

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

VkLd r`rh; dksfV dh lkjf.kd esa iafDr;ksa rFkk LraHkksa dh la[;k fdruh gksrh gS\

���� igys LrEHk osQ vo;oksa (������) osQ lkis{k foLrkj ��������������	�������
��������������

dYiuk dhft, fd ∆�4�����5������3���	 ������

tgk¡ �7��7�	 Øe'k% lkjf.kdksa dks izdV djrs gSaA

��7��� rFkk �� ftu iafDr;ksa rFkk LrEHkksa esa vkrs gSa] mUgsa NksM+dj] Åij dh Hkk¡fr fy[kus ijµ

��4 2 2 1 1 1 1

3 3 3 3 2 2
, ,

b c b c b c
Q R

b c b c b c
= =

∴ lehdj.k (2) ls

∆�4 2 2 1 1 1 1
1 2 3

3 3 3 3 2 2

b c b c b c
a a a

b c b c b c
− = + =

4 ���������5�������5���������5�������3���������5������

4 �������5��������5��������3��������3��������5�������

 Li"V gS fd mi;ZqDr nksuksa fof/;ksa ls vyx&vyx foLrkj djus ij ,d gh iQy izkIr gksrk gSA ;gk¡ mYys[kuh;
gS fd izR;sd lkjf.kd dk ,d fuf'pr eku gksrk gS tks mldk izlkj djus ij izkIr gksrk gSA

fdlh vo;o dk milkjf.kd Kkr djus dh fof/

ekuk gesa mijksDr r`rh; dksfV osQ lkjf.kd osQ vo;o �� dk milkjf.kd Kkr djuk gS] rks �� ftl iafDr
����� rFkk LrEHk ������� esa vkrk gS mls NksM+us ij tks lkjf.kd 'ks"k cpsxk ogh vo;o �� dk
milkjf.kd gksxkA

vr% vo;o �� dk milkjf.kd fuEuor~ gSµ

1 1

3 3

a b
a b

blh izdkj vU; lHkh vo;oksa osQ milkjf.kd Kkr fd;s tk ldrs gSaA è;ku jf[k;s fd milkjf.kd fudkyrs le;
fpÉ ij fopkj ugha fd;k tkrk gSA vr% izR;sd milkjf.kd /ukRed ($) fpÉ dk gksrk gSA

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

fjDr LFkkuksa dh iwfrZ djsa �1������� �����:
�µ

�� --------- dksfV osQ lkjf.kd esa rhu iafDr;k¡ rFkk rhu LraHk gksrs gSaA

�� fdlh lkjf.kd esa mQij ls uhps dh vksj --------- js[kk,¡ mldh Øe'k% igyh] nwljh] rhljh iaafDr;k¡
dgykrh gSaA

�� ckb± vksj ls nkb± vksj --------- js[kk,¡ mlosQ Øe'k% igys] nwljs] rhljs LraHk dgykrs gSaA

"� izR;sd lkjf.kd dk :i --------- gksrk gSA

%� izR;sd lkjf.kd dk ,d --------- eku gksrk gS tks mldk izlkj djus ij izkIr gksrk gSA



uksV

VED1

E\L-LOVELY-H\math21-1 IInd 21-10-11 IIIrd 24-1-12 IVth 21-4-12 Vth 20-8-12 VIth 10-9-12 VIIth 11-5-13

������	
���������	��������� ���

bdkbZ���� lkjf.kd % izdkj ,oa xq.k&/eZ

21-5 lg&[k.M ���������
�

tSlk Åij crk;k x;k gS fd fdlh vo;o dk milkjf.kd Kkr djrs le; fpÉ ij fopkj ugha fd;k tkrk gSA

vc ;fn vo;oksa osQ milkjf.kdksa osQ fpÉksa ij Hkh fopkj fd;k tk;s rks os mu vo;oksa osQ lg&[k.M
���������
� cu tkrs gSa ftUgsa cM+s v{kjksa 
�7�
�7�
�7����� ls iznf'kZr fd;k tkrk gSA

Li"V gS fd milkjf.kd vkSj lg&[k.M esa osQoy fpÉ dk vUrj gksrk gS tcfd nksuksa osQ eku cjkcj
gksrs gSaA

lg&[k.M dh fuEufyf[kr ifjHkk"kk nh xbZ gSµ

vo;o ��� dk lg&[k.M�� ������������

tgk¡ ��� lkjf.kd dh ��oha iafDr rFkk � osa LrEHk dk vo;o gS rFkk ���7�vo;o ��� dk milkjf.kd gSA

���dk����������4 2 2
1

3 3

b c
C

b c
=

���dk����������4 5 1 1
2

3 3

b c
C

b c
=

���dk����������4 1 1
3

2 2

b c
C

b c
=

vr% lehdj.k ��� ls] fn;k gqvk lkjf.kd 4���
��3���
��3���
�

21-6 lkjf.kdksa osQ xq.k&/eZ � ��������
�������������
�

lkjf.kd osQ xq.k&/eZ uhps fn;s x;s gSaA bu xq.kksa dh lgk;rk ls lkjf.kd iz'uksa dks ljyrkiwoZd gy  fd;k tk
ldrk gSA lkjf.kd osQ xq.k fuEu izdkj gSaµ

1- ;fn fdlh lkjf.kd dh lHkh iafDr;ksa ����
� rFkk lHkh LrEHkksa ������
� dks vkil esa cny fn;k
tk;s] rks lkjf.kd osQ eku esa dksbZ ifjorZu ugha gksrk gSA

2- ;fn lkjf.kd esa nks yxkrkj ;k vklUu �;������� iafDr;ksa vFkok LrEHkksa dks ijLij cny fn;s tk;s]
rks lkjf.kd dk la[;kRed eku ogh jgrk gS] ijUrq fpÉ cny tkrk gSA

3- ;fn fdlh lkjf.kd dh dksbZ nks iafDr;ksa ����
� vFkok LrEHk ������
� osQ lHkh vo;o
�#�����
� fdlh ,d gh jkf'k osQ xq.ku �)����!��� gksa rks ewy lkjf.kd dh ml jkf'k ls xq.kk
gks tkrh gSA

4- bl xq.k lEcfU/r fuEufyf[kr nks fu;e fo'ks"k è;ku nsus ;ksX; gSaµ

��� ;fn lkjf.kd dh fdlh ,d gh iafDr vFkok LrEHk esa dksbZ jkf'k mHk;fu"B ������� gks]
rks mls ,d xq.ku[k.M �1������ osQ :i esa lkjf.kd ls ckgj ys ysrs gSaA

mnkgj.kkFkZµ

1 1 1

2 2 2

3 3 3

ma mb mc
a b c
a b c

�4�
1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
m a b c

a b c
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��� ������	
���������	���������

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

��� ;fn lkjf.kd dh fdlh ,d gh iafDr vFkok LrEHk dks fdlh jkf'k ls xq.kk djrs gSa rks iwjs
lkjf.kd dks ml jkf'k ls Hkkx dj nsuk pkfg,A

mnkgj.kkFkZµ

1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
a b c
a b c

�4�
1 1 1

2 2 2

3 3 3

1
ka kb kc
a b c

k
a b c

5- ;fn lkjf.kd esa fdlh iafDr vFkok LrEHk dk izR;sd vo;o nks jkf'k;ksa dk ;ksxiQy gks rks ml lkjf.kd
dks mlh dksfV osQ nks lkjf.kdksa osQ ;ksxiQy osQ :i esa iznf'kZr fd;k tk ldrk gSA

mnkgj.kkFkZµ

1 1 1

2 2 2

3 3 3

a p b c
a q b c

a r b c

+
+
+

�4�
1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
a b c
a b c

3�

1 1

2 2

3 3

p b c
q b c
r b c

6- ;fn lkjf.kd dh fdlh iafDr vFkok LrEHk dks lHkh vo;oksa dks fdlh fuf'pr jkf'k ls xq.kk djosQ
fdlh vU; iafDr vFkok LrEHk osQ laxr vo;oksa esa tksM+ vFkok ?kVk fn;k tk;s rks lkjf.kd dk eku
vifjofrZr jgrk gSA

mnkgj.kkFkZµ∆′ 4 ∆, tcfd

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3

a mb nc b c a b c
a mb nc b c a b c
a mb nc b c a b c

+ −
+ − ∆ =
+ −

����

lkjf.kd osQ iz'uksa dks gy djus esa bl xq.k dk fo'ks"k egÙo gSA bl xq.k osQ vuqlkj lkjf.kd esa] fdlh iafDr
osQ vo;oksa esa fdlh vU; iafDr vFkok iafDr;ksa osQ laxr vo;oksa dk fdrus gh xquk tksM+k vFkok ?kVk;k tk
ldrk gSA ;gh fØ;k LrEHkksa esa Hkh dh tk ldrh gSA

21-7 nks lkjf.kdksa dk xq.kuiQy �!����������������"������������
�

nks lkjf.kdksa dk xq.kuiQy osQoy mlh n'kk esa Kkr fd;k tk ldrk gS tc os nksuksa leku dksfV �����
������ osQ gksa] vU;Fkk ughaA

ekuk���4�
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

a b c x y z
a b c B x y z
a b c x y z

=����

r`rh; dksfV �* ���������� osQ nks lkjf.kd gSaA budk xq.kuiQy] tks � ls O;Dr fd;k tkrk gS] ,d r`rh;
dksfV dk gh lkjf.kd gksxk ftls fuEu izdkj Kkr djrs gSaµ

igys lkjf.kd � dh igyh iafDr �������� dks fLFkj j[kdj blosQ vo;oksa dh] nwljs lkjf.kd  dh igyh]
nwljh rFkk rhljh iafDr osQ laxr vo;oksa ls vyx&vyx xq.kk djks vkSj muosQ vyx&vyx ;ksxiQy Kkr djks
tSlk uhps fn[kk;k x;k gSµ
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������	
���������	��������� ���

bdkbZ���� lkjf.kd % izdkj ,oa xq.k&/eZ

��������� ��������� ���������

8 8 8

��������� ��������� ���������

;ksx 4 �����3�������3����� ����3�����3����� �����3������3�����

mi;qZDr rhuksa ;ksxiQy lkjf.kd � dh igyh iafDr osQ Øe'k% igys] nwljs] rhljs vo;o gksaxsA

blh izdkj] lkjf.kd � dh nwljh iafDr �������� dks fLFkj j[kdj] nwljs lkjf.kd  dh rhuksa iafDr;ksa osQ laxr
vo;oksa ls xq.kk djosQ vyx&vyx ;ksxiQy Kkr djks tks lkjf.kd � dh nwljh iafDr osQ vo;o gksaxsA

;gh fØ;k � dh rhljh iafDr �������� rFkk  dh lHkh iafDr;ksa osQ lkFk dh tkrh gSA

vr% � vkSj � dk xq.kuiQy ����

4
1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 2 1 3 1 3 1 3

2 1 2 1 2 1 2 2 2 2 2 2 2 3 2 3 2 3

3 1 3 1 3 1 3 2 3 2 3 2 3 3 3 3 3 3

a x b y c z a x b y c z a x b y c z
a x b y c z a x b y c z a x b y c z
a x b y c z a x b y c z a x b y c z

+ + + + + +
+ + + + + +
+ + + + + +

gy djus dh fof/ � ��!��"�#����

Åij fn;s x;s xq.kksa dh lgk;rk ls fdlh Hkh iafDr vFkok ,d LrEHk esa ;FkklEHko ̂ 'kwU;* cukvks vkSj lkjf.kd
dk foLrkj mlh iafDr vFkok LrEHk osQ vo;oksa osQ lkis{k djksA

iz'uksa osQ gy esa igyh] nwljh] rhljh] ���� bR;kfn iafDr;ksa ����
� dks Øe'k% 	�7�	�7�	�7����� bR;kfn ls rFkk
igys] nwljs] rhljs] ����] bR;kfn LrEHkksa ������
� dks Øe'k% 
�7�
�7�
�7����� bR;kfn ls fu:fir djrs gSa
rFkk lkjf.kd dh iafDr;ksa rFkk LrEHkksa osQ chp tks Hkh fØ;k djrs gSaA mls lkjf.kd osQ nkb± vksj fy[k nsrs gSaA

mnkgj.k 1- fuEufyf[kr lkjf.kd dk eku Kkr dhft;sµ

13 16 19
14 17 20
14 18 21

���$�

gy % ekuk lkjf.kd 4�∆

∴ ∆
13 16 3
14 17 3
14 18 3

��
��5�
���ls 4�
13 3 3
14 3 3
14 3 3

��
��5�
���ls�4�/ �∴ 
����
��

mnkgj.k 2- fl¼ dhft;s fdµ

23 12 11
36 10 26
63 26 37

���$�

gy % fn;k gqvk lkjf.kd

11 12 11
26 10 26
37 26 37

��
��esa ls�
��dks ?kVkus ij�

4 /7 ∴ 
��vkSj�
��cjkcj gSaA
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��� ������	
���������	���������

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

mnkgj.k 3- eku Kkr dhft;sµ

13 18 23
14 19 24
14 20 25

�

gy % fn;k gqvk lkjf.kd

4

13 18 5
14 19 5
14 20 5

�
��5�
���ls

4

13 5 5
14 5 5
14 5 5

��
��5�
�� ls�4�/ ∴ 
��vkSj�
��leku gSaA

mnkgj.k 4- eku Kkr dhft;sµ

29 26 22
25 31 27
65 54 46

�

gy % fn;k gqvk lkjf.kd

4� −
3 26 22
6 31 27
9 54 46

�
��5�
���ls�4
3 4 22
6 4 27
9 8 46

− ��
�
�5�
�� ls

4 ��8�"�

1 1 22
2 1 27
3 2 46

− ∴ 
��ls���rFkk�
��ls�"�mHk;fu"B gSA

4

1 1 22
12 0 3 71

0 1 20− −

	��esa �	� tksM+us ij rFkk 	� esa ls �	� ?kVkus ij

4 ���<��5�/��5(���5��=�4���<5&/�3�(�=

4 ���8����4�����

mnkgj.k 5- eku Kkr dhft;sµ

2

2

1 0 0
1

2 1
( + )

3 1

x
x y

y

�

gy % fn;k gqvk lkjf.kd

2

2

11
( ) 1

x
x y y+
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������	
���������	��������� ���

bdkbZ���� lkjf.kd % izdkj ,oa xq.k&/eZ

igyh iafDr osQ lkis{k foLrkj djus ij

−
+

2 21
. ( )

( )
x y

x y
�4

− +
+

( ) ( )
( )

x y x y
x y

�4���5��

mnkgj.k 6- fl¼ dhft;s fdµ

1
1
1

x y + z
y z + x
z x + y

���$�

gy % lkjf.kd�4
1
1
1

x x y z
y x y z
z x y z

+ +
+ +
+ +


� dks 
� esa tksM+us ij

4
1 1

( ) 1 1
1 1

x
x y z y

z
+ +

4 ���3���3����8�/

4 /� <∴ 
��4�
� ∴ ∆�4�/�=

mnkgj.k 7- fl¼ dhft;s fdµ

2 2 2

1 1 1
a b c

a b c

�4 ������������������%������

gy % fn;k gqvk lkjf.kd

4 − − −

− −2 2 2 2 2

1 0 0
,a b a c a

a b a c a

�
�
�5�
��rFkk�
��5�
��ls

4 2 2 2 2
,

b a c a

b a c a

− −

− −
��	��osQ lkis{k foLrkj djus ij�

4 ���5��������5�����5����5��������5����

4 �����������5����<���3����5����3���=

4 ���5�������5�������5���

4 ���5�������5�������5���

�	��osQ lkis{k foLrkj djus ij�

mnkgj.k 8- fl¼ dhft;s fdµ

2

2

2

1

1

1

a a

b b

c c

�4 �������������������������
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��� ������	
���������	���������

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

laosQrµmnkgj.k 6 dh Hkk¡fr lafØ;k;sa 	��5�	� rFkk ������� yxkb;sA

mnkgj.k 9- fl¼ dhft;s fdµ

2 2 2

3 3 3

a b c

a b c

c b c

�� ���������������������������

gy % 
� esa ���
� esa � rFkk 
� esa � mHk;fu"B gS]

∴ lkjf.kd�4 ����
2 2 2

1 1 1
a b c

a b c

vkxs mnkgj.k 7 dk gy nsf[k,

mnkgj.k 10- fl¼ dhft;s fdµ

3 3 3

1 1 1
a b c

a b c

�� ������������������������������������

gy % fn;k gqvk lkjf.kd

4 − −

− −3 3 3 3 3

0 0 0
,a b b c c

a a b c c

��
��5�
���o��
��5�
���ls

4 3 3 3 3
,

a b b c

a b b c

− −

− −
�	��osQ lkis{k foLrkj djus ij�

4 ���5�������5���� 2 2 2 2

1 1

a ab b b bc c+ + + +

4 ���5�������5����<����3����3�����5�����3����3����=

4 ���5�������5����<���3����5����5���=

4 ���5�������5����<�����5����3����5�������3���=

4 ���5���������������5�������3���3����

mnkgj.k 11- fl¼ dhft;s fdµ

−

−

−

2

2

2

1

1

1

a a bc

b b ca

c c ab

�� $�vFkok�

− − −2 2 2

1 1 1
a b c

a bc b ca c ab

���$�

gy % >�?�����

−

− − − +

− − − +

2

2 2

2 2

1

0

0

a a bc

b a b a ca bc

c a c a ab bc

7��	��5�	��rFkk�	��5�	� ls�
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������	
���������	��������� ���

bdkbZ���� lkjf.kd % izdkj ,oa xq.k&/eZ

4
( ) ( )

,
( ) ( )

b a b a a b c
c a c a a b c

− − + +
− − + +

�
��osQ lkis{k foLrkj djus ij)

4 ���5�������5�������3���3����5����5�������5�������3���3���

4 /�4���?���

mnkgj.k 12- fl¼ dhft;s fdµ

2
2

2

a + b + c a b
c b + c + a b
c a c + a + b

�4�&�������������

gy % fn;k gqvk lkjf.kd

4

2 2 2
2 2 2 2
2 2 2 2

a b c a b
a b c b + c + a b

a b c a c + a + b

+ +
+ +
+ +

, ��
��esa�
��o�
��dks tksM+us ij

4 ����3���3���

1
1 2
1 2

a b
b c a b

a c a b
+ +

+ +


��esa ls�����3���3����dks ����� ysus ij

4 ����3��������

1
0 0
0 0

a b
b c a

c a b
+ +

+ +
��	��5�	��rFkk�	��5�	��ls�

4 ����3���3����
0

0
b c a

c a b
+ +

+ +
�
��osQ lkis{k foLrkj djus ij

4 ����3���3����<���3���3�������3���3����5�/=�4�����3���3�����

mnkgj.k 13- fl¼ dhft;s fdµ

y + z x x
y z + x y
z z x + y

���'�	
�

gy % 	��5��	��3�	���ls] fn;k gqvk lkjf.kd

4

( ) ( ) ( 2 ) ( 2 )y z y z x x z x x y
y z x y
z z x y

+ − + − + − +
+

+

4

0 2 2z y
y z x y
z z x y

− −
+

+
�4 2 2

y y y z x
z y

z x y z z
+

−
+ 7

	� osQ lkis{k foLrkj djus ij
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��� ������	
���������	���������

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

4 ���<����3����5���=�5����<���5�����3���=
4 ����<���3���5���=�5��������5���5���

4 �������3���5���5���3���5����4�"����

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

fuEufyf[kr dFkuksa esa lR; vFkok vlR; dh igpku djsa

�������� �� ���� ���������2�
�������
�����*�������1��
��%

&� milkjf.kd vkSj lg&[kaM esa osQoy fpÉ dk varj gksrk gS tcfd nksuksa osQ eku cjkcj gksrs gSaA

(� ;fn fdlh lkjf.kd dh lHkh iafDr;ksa rFkk lHkh LraHkksa dks vkil esa cny fn;k tk,] rks lkjf.kd osQ
eku esa ifjorZu gks tkrk gSA

+� ;fn lkjf.kd esa nks yxkrkj ;k vklUu iafDr;ksa vFkok LraHkksa dks ijLij cny fn, tk,¡] rks lkjf.kd
dk la[;kRed eku ogh jgrk gS] ijUrq fpÉ cny tkrk gSA

-� ;fn lkjf.kd dh fdlh ,d gh iafDr vFkok LraHk dks fdlh jkf'k ls xq.kk djrs gSa rks iwjs lkjf.kd dks
ml jkf'k ls xq.kk djuk pkfg,A

�/� nks lkjf.kdksa dk xq.kuiQy osQoy mlh n'kk esa Kkr fd;k tk ldrk gS tc os nksuksa leku dksfV osQ gksa]
vU;Fkk ughaA

21-8 lkjka'k �������#�

• ;qxir lehdj.kksa dks gy djuk cgqr dfBu gksrk gS D;ksafd bu lehdj.kksa esa ftrus pjksa dh la[;k gksrh
gS mrus gh lehdj.k gksrs gSaA bu lehdj.kksa osQ vklku gy osQ fy, chtxf.kr esa fo'ks"k fof/ dk iz;ksx
fd;k tkrk gS] ftls lkjf.kd ������������dgrs gSaA

• O;atd ������5�������dks bl lkjf.kd dk izlkj �#$!�
����vFkok eku �6������dgrs gSaA

• fdlh lkjf.kd esa] Åij ls uhps dh vksj {kSfrt js[kk;sa mldh Øe'k% igyh] nwljh] rhljh iafDr;k¡
����
��dgykrh gSa ftUgsa Øe'k% 	�7�	�7�	�7����}kjk O;Dr djrs gSa rFkk ckb± vksj ls nkb± vksj
ÅèokZ/j js[kk;sa mlosQ Øe'k% igys] nwljs rhljs----LrEHk ������
��dgykrs gSa ftUgsa Øe'k%

�7�
�7�
�����}kjk O;Dr djrs gSaA

• lkjf.kd dk foLrkj lk/kj.kr;k igyh iafDr ������osQ vo;oksa osQ lkis{k vFkok igys LrEHk
��������osQ vo;oksa osQ lkis{k fd;k tkrk gSA

• izR;sd lkjf.kd dk ,d fuf'pr eku gksrk gS tks mldk izlkj djus ij izkIr gksrk gSA

•  milkjf.kd vkSj lg&[k.M esa osQoy fpÉ dk vUrj gksrk gS tcfd nksuksa osQ eku cjkcj gksrs gSaA

• ;fn fdlh lkjf.kd dh lHkh iafDr;ksa ����
� rFkk lHkh LrEHkksa ������
� dks vkil esa cny fn;k
tk;s] rks lkjf.kd osQ eku esa dksbZ ifjorZu ugha gksrk gSA

• ;fn lkjf.kd esa nks yxkrkj ;k vklUu �;������� iafDr;ksa vFkok LrEHkksa dks ijLij cny fn;s tk;as]
rks lkjf.kd dk la[;kRed eku ogh jgrk gS] ijUrq fpÉ cny tkrk gSA

• ;fn fdlh lkjf.kd dh dksbZ nks iafDr;ksa ����
� vFkok LrEHk ������
� osQ lHkh vo;o
�#�����
� fdlh ,d gh jkf'k osQ xq.ku �)����!��� gksa rks ewy lkjf.kd dh ml jkf'k ls xq.kk
gks tkrh gSA
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E\L-LOVELY-H\math21-1 IInd 21-10-11 IIIrd 24-1-12 IVth 21-4-12 Vth 20-8-12 VIth 10-9-12 VIIth 11-5-13

������	
���������	��������� ���

bdkbZ���� lkjf.kd % izdkj ,oa xq.k&/eZ

• nks lkjf.kdksa dk xq.kuiQy osQoy mlh n'kk esa Kkr fd;k tk ldrk gS tc os nksuksa leku dksfV
������������ osQ gksa] vU;Fkk ughaA

21-9 'kCndks'k �$�#����
�

• foLrkj �#$!�
���% foLr`rA

• eku �	�����% ewY;A

21-10 vH;kl&iz'u ���	����%��
���
�

1- lkjf.kd dh lksnkgj.k ifjHkk"kk nsaA

2- lkjf.kdksa osQ xq.k&/eZ dks fy[ksaA

3- fuEufyf[kr lkjf.kd dk eku Kkr djsaµ

���

29 26 22
25 31 27
65 54 46

���
2 2 2

1 1 1
a b c

a b c

� mÙkj %����� �mÙkj %����5������5�������5����

4- fl¼ djsa fd

2

2

2

1

1

1

a a

b b

c c

�4����5�������5������������

5- fl¼ djsa fd

23 12 11
36 10 26 0
63 26 37

=

mÙkj % Lo&ewY;kadu ��
����������������	�
��

1- r`rh; �� {kSfrt ��mQèokZ/j "� oxkZdkj %� fuf'pr

6- lR; (�vlR; +� lR; -� vlR; �/� lR;

21-11 lanHkZ iqLrosaQ �&������������'
�

iqLrdsa 1- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkyZ ih- fleksu] ykWjsUl CyweA

2- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ ;kekus µ izSfUVl gkWy bfUM;kA



uksV

VED1

E\L-LOVELY-H\math21-1 IInd 6-8-11 IIIrd 24-1-12 IVth 21-4-12 Vth 20-8-12 VIth 10-9-12 VIIth 11-5-13

��� ������	
���������	���������

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

3- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkmQfUly iQkWj bdksukWfed ,tqosQ'kuA

4- ,lsfU'k;y eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ uWV lsMsLVj] ihVj gkeUM] izSfUVl gkWy ifCy-

5- xf.krh; vFkZ'kkL=k µ ekbdy gSjhlu] iSfVªd okYMjuA

6- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ ekydkWe] fudksyl] ;w-lh- yUnuA

7- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl ,.M iQkbukUl µ ekfVZu ukeZuA

8- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ esgrk vkSj enukuh µ lqYrku pUn ,.M lUlA

9- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ fleksu vkSj Cywe µ ohok ifCyosQ'kuA



uksV
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E\L-LOVELY-H\math22-1 IInd 21-10-11 IIIrd 24-1-12 IVth 21-4-12 Vth 20-8-12 VIth 10-9-12 VIIth 11-5-13

������	
���������	��������� ���

bdkbZ���� vkO;wg dk in

bdkbZµ��% vkO;wg dk in

���
���������	��

vuqØef.kdk ����������

mís'; ��������	�
�

izLrkouk ������������

���� in osQ xq.k �� ��������
���
������:�

���� lkjka'k �������,�

���� 'kCndks'k �.�,����
�

���" vH;kl&iz'u ���	����0��
���
�

���% lanHkZ iqLrosaQ �1��� ��������2
�

mís'; ��������	�
�

bl bdkbZ osQ vè;;u osQ i'pkr~ fo|kFkhZ ;ksX; gksaxsµ

• in osQ xq.kksa ls voxr gksaxsA

• in osQ xq.kksa dks lksnkgj.k le>saxsA

izLrkouk�������������

vkO;wg osQ lkFk laca/ j[kus okyh ,d egÙoiw.kZ la[;k dks in dgrs gSaA ,d ��8�� vkO;wg � esa � LrEHk
oSDVj ,oa � ?kVd gS] rks jSf[kd Lora=k lsV osQ vf/dre LrEHk oSDVj dks ml vkO;wg dk in dgrs gSa bls
���� ls iznf'kZr djrs gSaA

nwljs 'kCnksa esa ;g Hkh dg ldrs gSa fd Lora=k LrEHkksa dh vf/dre la[;k dks vkO;wg dk in dgrs gSa ,d
���8�� vkO;wg xSj ,dopuh; ��@
�2����� rc gksrk gS tc mldk in � osQ cjkcj gksxkA

22-1 in osQ xq.k �����������
���
������(�

• osQoy 'kwU; vkO;wg dk gh 'kwU; in gksrk gSA

• ��:�����≤ ��������� A in ��� ≤ U;wure ������B

• ;fn � oxZ vkO;wg gS ���4��� rks � rHkh ifjoÙkh; gksxk tc � dk in � gksxkA
• in ��� ≤ U;wure (in �� in )
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��� ������	
���������	���������

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

• in ��� 3�in ��5���≤ in ���

• in �
���4�in ��� A
 fLFkjkad gSaB

D;k vki tkurs gSa Lora=k iafDr;ksa dh vf/dre la[;k dks vkO;wg dk in dgrs gSaA

mnkgj.k 1% uhps fn, vkO;wg dk in fudkfy;s

��4
 
 
 
 

1 2 1
2 3 1
1 1 2

gy% fn;k gS] ��4�
 
 
 
 

1 2 1
2 3 1
1 1 2

iafDr vkWijs'ku dk iz;ksx djus ij]

 
 
 
 

1 2 1
2 3 1
1 1 2

C − −→
21 31(1 2), ( 1)R R � −

 
 − − →
 − 

2 3( 1), (1)

1 2 1
0 1 1
0 1 1

R R

−

 
  →
 
 

3

12

(1 / 2)
( 2)

1 2 1
0 1 1
0 0 2

R
R

− −

−   
   →
   
   

2 3 13( 1), (1)

1 0 1 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1

R R  ;gk¡ vkO;wg � rhu xSj&'kwU; iafDr;k j[krk gSA

vFkkZr~ in ����4�� gksxkA

mnkgj.k 2% ;fn ��4�
1 2 1
2 3 1
1 1 0

 
 
 
 

�rks vkO;wg dk in fudkfy,A

gy% fn;k gS ��4�
1 2 1
2 3 1
1 1 0

 
 
 
 

C�
 
 − −
 − − 

1 2 1
0 1 1
0 1 1

�
→ −
→ −

2 2 1

3 3 1

2R R R
R R R

C�
 
 
 
 

1 2 1
0 1 1
0 0 0

�
→ −
→ −

2 2

3 3 2

R R
R R R

;gk¡ ij �@D��� iafDr;k¡ 2 gSa vFkkZr~ in ����4�� gksxkA
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E\L-LOVELY-H\math22-1 IInd 21-10-11 IIIrd 24-1-12 IVth 21-4-12 Vth 20-8-12 VIth 10-9-12 VIIth 11-5-13

������	
���������	��������� ���

bdkbZ���� vkO;wg dk in

mnkgj.k 3% ;fn ��4�

− 
 −
 − 

5 2 1
2 1 0
1 0 1

x
x

x
rks � dh izR;sd ewY; osQ fy, in dk fu/kZj.k dhft,A

gy% fn;k gS ��4�
− 

 −
 − 

5 2 1
2 1 0
1 0 1

x
x

x

mijksDr lkjf.kd dk r`rh; dkWye osQ vk/kj ij foLrkj djus ij

4�����5���������&��9�9�4 ��A/�5������5���B�5�/�A/�5��B�3����5����A�%�5�������5����5�"B

vFkkZr~] ;fn ��≠�/7���vkSj & vkO;wg � dk in 3 gksxk

vkSj ;fn ��4�/7��7�& rks − 
  
5 2

1 0
x �4�5��≠�/7�in 2 gksxkA

js[kh; fuHkZjrk ,oa vkO;wg dk in �>�������!�����������:����)����$�% ,d vkO;wg dh
iafDr;ksa (dkWye) esa rHkh js[kh; fuHkZjrk ik;h tkrh tc mu iafDr;ksa (dkWye) dk js[kh; la;kstu 'kwU; osDVj
�	������ osQ cjkcj gksrh gSA vFkkZr~_

;fn
 
 
 
 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

 rks

�������3��������3��������4�/

������3��������3��������4�/

�������3�������3�������4�/

;gk¡ ��7����vkSj �� esa de ls de ,d dk ewy 'kwU; gksuk pkfg,A

mnkgj.k 1% uhps fn;s gq, vkO;wg dh js[kh; Lora=krk dh tk¡p dhft, ,oa in fudkfy;s_

��4
 
 
 
 

1 2 4
2 4 8
3 6 12

gy% xq.kk djus ij �������	��vkSj ��	�� esa 5� rFkk tksM+us ij ��	��=�rks

5�	��5��	��3�	��4�/ ���
5��	��3�	��4�/ ���
5��	��3�	��4�/ ���

�lehdj.k ��� esa 	�7�	�7 vkSj 	� esa js[kh; Lora=krk ugha gS] lehdj.k ��� 	�7,oa 	� rFkk lehdj.k ���
	� ,oa 	� esa js[kh; fuHkZjrk n'kkZ jgk gSA in osQ fy,]

 
 
 
 

1 2 4
2 4 8
3 6 12

�C�
 
 
 
 

1 2 4
0 0 0
0 0 0

vFkkZr~ in ����4�� gksxkA

mnkgj.k 2% ;fn ��4�
 
 −
 
 

6 3 5
10 2 8
5 2 3

 rks js[kh; fuHkZjrk dk ijh{k.k dhft, ,oa vkO;wg ��� dk in

fudkfy;sA
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��� ������	
���������	���������

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

gy% 
�	��3�
�	��3�
�	��4�/

&
��5��/
��3�%
��4�/ ���

�
��3��
��3��
��4�/ ���

%
��3�+
��3��
��4�/ ���

lehdj.k ���7���� vkSj ��� dks gy djus ij


��4�5�/7�
����vkSj 
��4��"

gS rks js[kh; fuHkZjrk ik;h tk;sxh]

vFkkZr~ 	��	� ,oa 	� js[kh; fuHkZjrk gksxh D;ksafd dksbZ js[kh; la;ksx 'kwU; ugha gS vFkkZr~ in ����4�� gksxkA

22-2 lkjka'k �������#�

• osQoy 'kwU; vkO;wg dk gh 'kwU; in gksrk gSA

• ��:�����≤ ��������� A in ��� ≤ U;wure ������B

• ;fn � oxZ vkO;wg gS ���4��� rks � rHkh ifjorZuh; gksxk tc � dk in � gksxkA

• in ��� ≤ U;wure (in �� in )

• in ��� 3�in ��5���≤ in ���

• in ����4�in ��� A
 fLFkjkad gSaB

22-3 'kCndks'k �$�#����
�

• vkO;wg in �)����$�% Lora=k LrEHkksa dh vf/dre la[;kA

22-4 vH;kl&iz'u ���	����%��
���
�

1- uhps fn, x, vkO;wg dk in Kkr djsaA

;�4 
3 3 1
4 6 2
3 2 0

 
 
 
 

2- js[kh; Lora=krk dh tkap dhft,

;�4 
1 3 8
3 8 4
5 6 6
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������	
���������	��������� ���

bdkbZ���� vkO;wg dk in

22-5 lanHkZ iqLrosaQ �&������������'
�

iqLrdsa 1- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkmQfUly iQkWj bdksukWfed ,tqosQ'kuA

2- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkyZ ih- fleksu] ykWjsUl CyweA

3- ,lsfU'k;y eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ uWV lsMsLVj] ihVj gkeUM] izSfUVl gkWy ifCy-

4- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ ekydkWe] fudksyl] ;w-lh- yUnuA

5- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl ,.M iQkbukUl µ ekfVZu ukeZuA

6- xf.krh; vFkZ'kkL=k µ ekbdy gSjhlu] iSfVªd okYMjuA

7- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ esgrk vkSj enukuh µ lqYrku pUn ,.M lUlA

8- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ fleksu vkSj Cywe µ ohok ifCyosQ'kuA

9- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ ;kekus µ izSfUVl gkWy bfUM;kA



uksV

VED1

E\L-LOVELY-H\math23-1 IInd 6-8-11 IIIrd 24-1-12 IVth 21-4-12 Vth 20-8-12 VIth 10-9-12 VIIth 11-5-13

��� ������	
���������	���������

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

bdkbZµ��% vkO;wg osQ vFkZ'kkL=k esa vuqiz;ksx

�����	���	�
��������	����	
����
��	���

vuqØef.kdk ����������

mís'; ��������	�
�

izLrkouk ������������

���� vFkZ'kkL=k esa vkO;wg osQ vuqiz;ksx �;!!�����������)������
���#������
�

���� lkjka'k �������,�

���� 'kCndks'k �.�,����
�

���" vH;kl&iz'u ���	����0��
���
�

���% lanHkZ iqLrosaQ �1��� ��������2
�

mís'; ��������	�
�

bl bdkbZ osQ vè;;u osQ i'pkr~ fo|kFkhZ ;ksX; gksaxsµ

• vFkZ'kkL=k esa vkO;wg ds vuqiz;ksx dks le>us esaA

izLrkouk�������������

vkfFkZd leL;kvksa osQ gy osQ fy, vkO;wg ,d vR;Ur mi;ksxh xf.krh; rduhd gSA blosQ ekè;e ls ge vusd
vkfFkZd leL;kvksa dk lek/ku djrs gSaA ftruh Hkh O;kid vkfFkZd leL;k] jS[kh; gksrh gS mu lHkh dk gy
ge vkO;wg dh lgk;rk ls djrs gSaA blosQ varxZr ge ozsQej fu;e] buolZ ����� fof/ dh lgk;rk ls mRiknu]
ek¡x] iwfrZ] vkxr&fuxZr ,oa jk"Vªh; vk; dk fu/kZj.k vkfn leL;kvksa dks gy djrs gSaA

23-1 vFkZ'kkL=k esa vkO;wg osQ vuqiz;ksx
�)�������������!������
����������
�

mnkgj.k 1% ekuk ,d f=k&{ks=kh; o`gr vkfFkZd ekWMy fuEu lehdj.k osQ }kjk fn;k x;k gSµ
��4 
�3���

�4 ��3����������
��4 ��3���

tgk¡ ��→ vk;] 
→ miHkksx
��→ dj jktLo] ��→ dj dh nj

��7������vkSj � fLFkj izkpy gS rks jk"Vªh; vk;] mi;ksx ,oa dj jktLo dh x.kuk dhft,_
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E\L-LOVELY-H\math23-1 IInd 21-10-11 IIIrd 24-1-12 IVth 21-4-12 Vth 20-8-12 VIth 10-9-12 VIIth 11-5-13

������	
���������	��������� ���

bdkbZ���� vkO;wg osQ vFkZ'kkL=k esa vuqiz;ksx

gy% fn;k gS ��4�
�3���

�� ��5�
�4��� ���

5����3��������4�� ���

5����3���4�� ���

lehdj.k ���7���� ,oa ��� dk fuEu :i esa fy[kus ij_

−   
   −
   −   

1 1 0
1
0 1

Y
b b C
t T

�4
 
 
 
 

0A
a
d

;gk¡ ��4�
− 

 −
 − 

1 1 0
1
0 1

b b
t

�� 9�9�4������3�/��3����5���3�����4���5���3����4���5��<��5��=

ozsQej fu;e dk iz;kssx djus ij]

��4 1| |
| |
A
A

�4�

−

0 1
−

−
−

0 1 0
1

1 1 0
1
0 1

A
a b
d

b b
t

�4
+ −

− −
0(1) 1( )

1 (1 )
A a bd

b t
�4�

− +
− −

0

1 [1 ]
a bd A

b t


�4 2| |
| |
A
A

�4�

−
− 1

−
−
−

01 0

1 1 0
1
0 1

A
b a b
t d

b b
t

�4�
− − − +

− −
0( )

1 (1 )
a bd A b bt

b t

��4 3| |
| |
A
A �4�

−
−
−

−
−
−

01 1
1
0

1 1 0
1
0 1

A
b a
t d

b b
t

�4�
+ − +

− −
0( ) ( )

1 (1 )
d a bd A t

b t
mÙkj

mnkgj.k 2- ;fn ��4�
 
 
 
 

1 2 3
2 3 5
2 5 12

rks ��� Kkr dhft,A
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��� ������	
���������	���������

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

fn;s gq, vkO;wg dk ifjorZ �*��
!�
�����)����$� cukus ij

��4
 
 
 
 

1 2 3
2 3 5
2 5 12

lg[kaMt �;������ Kkr djus osQ fy, vkO;wg � ����� osQ lg[kaMt fuEu izdkj fudkysaxsµ

lg[kaMt���4 3�  
  
3 5
5 12 �4��&�5��%�4���

lg[kaMt���4 5�
 
  
2 5
3 12 �4���"�5��%��4�5-

lg[kaMt���4 3�  
  
2 3
3 5

�4��/�5�-�4��

lg[kaMt���4 5�  
  
2 3
5 12

�4��"�5��%�4�5-

lg[kaMt���4 3�  
  
1 3
3 12

�4����5�-�4��

lg[kaMt�%�4 5�  
  
1 2
3 5 �4�5��%�5�&��4��5���4�3�

lg[kaMt���4 3�  
  
2 3
3 5 �4�5��/�5�-��4��

lg[kaMt�%�4 5�
 
  
1 3
2 5 �4�5��%�5�&��4��

lg[kaMt����4 3�  
  
1 2
2 3 �4����5�"��4�5�

�������4
− 

 −
 − 

11 9 1
9 3 1

1 1 1

9�9�4
 
 
 
 

1 2 3
2 3 5
3 5 12

�4�      − +          
3 5 2 5 2 31 2 3
5 12 3 12 3 5

4 ����&�5��%��5�����"�5��%��3�����/�5�-�

4 ���8�����5����8�-��3����8����4����5��+�3���4�5"
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bdkbZ���� vkO;wg osQ vFkZ'kkL=k esa vuqiz;ksx

����4
.

| |
Adj A

A
�4�

− 
 − −
 − 

11 9 11
9 3 1

4 1 1 1
�4�

 − − 
 
 − −
 
 − −  

11 9 1
4 4 4

9 3 1
4 4 4
1 1 1
4 4 4

mnkgj.k 3% vkO;wg iz.kkyh dh lgk;rk ls ���� vkSj�� osQ vuqowQyre ewY; Kkr dhft,A

��5����3����4 � ������

���5���3�"��4 � �������

���3��������4 5� ��������

gy% mi;qZDr lehdj.kksa dks O;wg osQ :i esa fy[kus ij

−   
   −
   −   

1 2 3
3 1 4
2 1 2

x
y
z
�4

 
 
 − 

1
3
1

ozsQej fu;e dk iz;ksx djus ij

 
 
 
 

x
y
z
�4

−   
   −
   − −   

1 2 3 1
3 1 4 3
2 1 2 1

*���!�
�������4�
 
 − −
 − 

1 3 2
2 1 1

3 4 2

lg[kaMt���4 3�
− 

  
1 1

4 2 �4�3��5��5�"��4�5&

lg[kaMt���4 5�
− 

 − 
2 1

3 2 �4�5�"�5����4�5�

lg[kaMt���4 3�
− − 

  
2 1

3 4 �4�3��5+�3����4�5%

lg[kaMt�5��4 5�
 
 − 
3 2
4 2 �4�3��5&��5�+��4�3��"

lg[kaMt�5��4 3�
 
 − 
1 2
3 2 �4�3��5��5�&��4�5+

lg[kaMt���4 5�
 
  
1 3
3 4 �4�5��"�5�-��4�3�%

lg[kaMt���4 3�
 
 − 

3 2
1 1 �4�3����3����4�3�%

lg[kaMt�"�4 5�
 
 − 

1 2
2 1 �4�5����3�"��4�5%
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vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

lg[kaMt�5���4 3�
 
 − − 

1 3
2 1 �4�3��5��5�&��4�3�%

;��������4
− − − 

 + − +
 + − + 

6 1 5
14 8 5
5 5 5

9�9�4
− 

 −
 − 

1 2 3
3 1 4
2 1 2

�4�
− −     − +     − −     
1 4 3 4 3 11 2 3

1 2 2 2 2 1

4 ��8����5�"��3����5�&�5�+��3������3���

4 5���5��+�4��%�4�5�%

vr% ����4
.

| |
Adj A

A
�4�

− − − 
 −
 − − 

6 1 51
14 8 5

15 5 5 5

4

− 
 − 
 − −
 
 
− −  

6 1 5
15 15 15
14 8 5
15 15 15
5 5 5

15 15 15

�4�

 − 
 
 − −
 
 

− −  

2 1 1
5 15 3

14 8 1
15 15 3
1 1 1
3 3 3

vc
 
 
 
 

x
y
z
�4

 − 
 
 − −
 
 

− −  

2 1 1
5 15 3

14 8 1
15 15 3
1 1 1
3 3 3

�4�
 
 
 − 

1
3
1

 − × + − −        − + + =       
− + +  

2 3 1
1 8

5 15 3
1514 24 1
1

15 15 3 11 3 1
3 3 3

vr% gy djus ij ��4�5�
8

15
7���4��7���4�� izkIr gksaxsA
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bdkbZ���� vkO;wg osQ vFkZ'kkL=k esa vuqiz;ksx

23-2 lkjka'k �������#�

• ftruh Hkh O;kid vkfFkZd leL;k js[kh; gksrh gS mu lHkh dk gy ge vkO;wg dh lgk;rk ls djrs
gSaA blosQ varxZr ge ozsQej fu;e] buolZ ����� fof/ dh lgk;rk ls mRiknu] ek¡x] iwfrZ] vkxr fuxZr
,oa jk"Vªh; vk; dk fu/kZj.k vkfn leL;kvksa dks gy djrs gSaA

23-3 'kCndks'k �$�#����
�

• vkO;wg �)����$�% lajpuk] <kapk] cukoV] Øec¼rkA

23-4 vH;kl&iz'u ���	����%��
���
�

1- ;fn ��4�

 
 
 
 

2 3 4
3 4 6
3 6 13

 gks rks ����Kkr dhft,A

2- vkO;wg iz.kkyh dh lgk;rk ls ������� dk vuqowQyre ewY; Kkr dhft,A

��3����3�&��4��

���5�"��5����4�&

���5���5�%��4�5�

23-5 lanHkZ iqLrosaQ �&������������'
�

iqLrdsa 1- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkmQfUly iQkWj bdksukWfed ,tqosQ'kuA

2- xf.krh; vFkZ'kkL=k µ ekbdy gSjhlu] iSfVªd okYMjuA

3- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkyZ ih- fleksu] ykWjsUl CyweA

4- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl ,.M iQkbukUl µ ekfVZu ukeZuA

5- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ ekydkWe] fudksyl] ;w-lh- yUnuA

6- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ ;kekus µ izSfUVl gkWy bfUM;kA

7- ,lsfU'k;y eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ uWV lsMsLVj] ihVj gkeUM] izSfUVl gkWy ifCy-

8- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ esgrk vkSj enukuh µ lqYrku pUn ,.M lUlA

9- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ fleksu vkSj Cywe µ ohok ifCyosQ'kuA
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vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

bdkbZµ�  % vkxr&fuxZr fo'ys"k.k

�!
�"�#$"��"���
����	��

vuqØef.kdk ����������

mís'; ��������	�
�

izLrkouk ������������

�"�� vkxr&fuxZr fo'ys"k.k dh ekU;rk,¡ �;

��!���
�����!��@���!���;��,
�
�

�"�� fy;ksfUViQ dk vkxr&fuxZr can fun'kZ �>������E
��!��@���!������
���)�����

�"�� cUn fun'kZ osQ larqyu lehdj.kksa dk izFke leqPp; �1��
����������#F����������#F�����
������
���)�����

�"�" cUn fun'kZ osQ larqyu lehdj.kksa dk f}rh; leqPp; �* ���������������#F���������
#F������������
���)�����

�"�% lkjka'k �������,�

�"�& 'kCndks'k �.�,����
�

�"�( vH;kl&iz'u ���	����0��
���
�

�"�+ lanHkZ iqLrosaQ �1��� ��������2
�

mís'; ��������	�
�

bl bdkbZ osQ vè;;u osQ i'pkr~ fo|kFkhZ ;ksX; gksaxsµ

• vkxr&fuxZr fo'ys"k.k dh ekU;rkvksa dks le>us esaA

• fy;ksfUViQ dk vkxr&fuxZr can fun'kZ dks tkuus gsrqA

• can fun'kZ osQ larqyu lehdj.kksa osQ izFke leqPp; dh tkudkjh gsrqA

• can fun'kZ osQ larqyu lehdj.kksa osQ f}rh; leqPp; dh tkudkjh gsrqA

izLrkouk �����������
�

vkxr&fuxZr fo'ys"k.k dh O;k[;k djus ls igys ;g tkuuk t:jh gS fd vkxr ,oa fuxZr dk D;k vfHkizk;
gS\ vkxr ��!��� dk rkRi;Z mRiknd dk mRiknu djus osQ fy, lkexzh �)�������� dh ek¡x djus ls gS
tcfd fuxZr ����!��� 'kCn dk vfHkizk; mRikndrk iz;kl osQ ifj.kke osQ iQy ls gSA izks- ts-vkj- fgDl
�G����?��:
� osQ vuqlkj ykxr dk eryc ml lkexzh ls gS tks mRiknd mRiknu osQ fy, Ø; djrk gSA blosQ
foijhr fuxZr 'kCn dk vfHkizk; gS fd mRiknd ftldk foØ; djrk gSA dgus dk vfHkizk; gS fd vkxr iQeZ
osQ fy, ,d rjg ls ykxr gS rFkk fuxZr izkfIr gSA
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bdkbZ���� vkxr&fuxZr fo'ys"k.k

vkxr&fuxZr fo'ys"k.k dh lgk;rk ls vUr% m|ksx laca/ rFkk lEiw.kZ vFkZO;oLFkk dks vUr% fuHkZjrk izkIr gksrh
gS D;ksafd ,d m|ksx dk fuxZr nwljs m|ksx osQ fy, vkxr gks ldrk gSA blh izdkj ls nwljs m|ksx dk fuxZr
izFke m|ksx osQ fy, vkxr gks ldrk gSA mnkgj.kkFkZ] dks;yk m|ksx dk fuxZr bLikr m|ksx dk vkxr gks ldrk
gSA

uksV~l bLikr m|ksx dk fuxZr dks;yk m|ksx osQ fy, vkxr gksrk gSA

24-1 vkxr&fuxZr fo'ys"k.k dh ekU;rk,¡
�)

������
��������*�������)��#
�
�

vkxr&fuxZr fo'ys"k.k dh fuEu ekU;rk,¡ gksrh gSaµ

(1) vFkZO;oLFkk iw.kZ larqyu esa gksrh gSA

(2) vFkZO;oLFkk nks Hkkxksa esa foHkkftr gksrh gSµvUr% m|ksx {ks=k rFkk vfUre ek¡x {ks=k rFkk izR;sd {ks=k dk
mi&foHkktu fd;k tk ldrk gSA

(3) izR;sd m|ksx osQoy ,d gh oLrq dk mRiknu djrk gS rFkk nks oLrqvksa dk la;qDr mRiknu ugha gksrk gSA

(4) fdlh ,d m|ksx dk oqQy mRiknu fdlh vU; m|ksx osQ vkxr osQ :i esa dke esa yk;k tkrk gSA

(5) mRiknu fLFkj izfriQy osQ fu;e osQ vUrxZr gksrk gSA

(6) rduhdh izxfr fLFkj jgrh gS] bldk vfHkizk; ;g gqvk fd vkxr xq.kkad fLFkj jgrs gSaA

(7) ;gk¡ mRiknu esa dksbZ cká ferO;;rk,¡ vFkok vferO;;rk,¡ mRiUu ugha gksrh gSaA

24-1-1 fy;ksfUViQ dk LFkSfrd vkxr&fun'kZ&[kqyk fun'kZ
����
���������������
��������������������
�������

fy;ksfUViQ dk LFkSfrd vkxr&fuxZr fun'kZ mi;qZDr ekU;rkvksa ij vk/kfjr gSA fy;ksfUViQ dk LFkSfrd fun'kZ dks
,d mnkgj.k }kjk le>k;k tk ldrk gSA ekuk vFkZO;oLFkk rhu {ks=kksa esa caVh gqbZ gSA buesa Ñf"k ,oa m|ksx
vUr%m|ksx osQ :i esa rFkk ?kjsyw {ks=k vfUre ek¡x {ks=k osQ :i esa fy;k x;k gSA

vkxr&fuxZr lkj.kh dh lgk;rk ls bl fun'kZ dks le>k;k tk ldrk gSA bl lkj.kh esa rhuksa {ks=kksa dk fuxZr
����!���] iafDr;ksa ����
� ({kSfrt :i esa) }kjk n'kkZ;k x;k gS tcfd bu {kss=kksa dk vkxr ��!���] LrEHkksa
������
� (yEcor~ :i esa) }kjk n'kkZ;k x;k gSA izFke iafDr dk oqQy ;ksx 300 bdkb;k¡ gSa tks Ñf"k dk
oqQy fuxZr iznf'kZr djrh gSA ftlesa 50 bdkb;k¡ Ñf"k Lo;a] 200 bdkb;k¡ m|ksx rFkk 'ks"k 50 bdkb;k¡ ?kjsyw {ks=k
esa vkxr :i esa dke esa yk;h tkrh gSaA lkj.kh dh nwljh iafDr m|ksx osQ oqQy mRiknu dks iznf'kZr djrh gSA
m|ksx esa oqQy 150 bdkb;ksa osQ cjkcj mRiknu gksrk gS ftlesa 55 bdkb;k¡ Ñf"k] 25 bdkb;k¡ Lo;a m|ksx rFkk
70 bdkb;k¡ ?kjsyw {ks=k esa dke esa yk;h tkrh gSaA

blh izdkj LrEHkksa ������
� dks ysa rks ;s bu {ks=kksa dh ykxr dks crkrs gSaA izFke LraHk ;g crkrk gS fd Ñf"k
{ks=k esa 300 bdkb;ksa dk oqQy mRiknu djus osQ fy, 125 bdkb;ksa dh ykxr vkrh gS ftlesa 50 bdkb;k¡ Lo;a
Ñf"k] 55 bdkb;k¡ m|ksx rFkk 20 bdkb;k¡ ?kjsyw {ks=k ls vkxr osQ :i esa dke esa yk;h tkrh gSaA f}rh; LrEHk
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vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

;g n'kkZrk gS fd m|ksx dh 150 bdkb;ksa osQ mRiknu osQ fy, 255 bdkb;ksa osQ cjkcj ykxr yxk;h tkrh gS
ftlesa 200 bdkb;k¡ Ñf"k] 25 bdkb;k¡ Lo;a m|ksx rFkk 30 bdkb;k¡ ?kjsyw {ks=k esa dke yk;h tkrh gSaA r`rh; LrEHk
esa 'kwU; ;g izdV djrk gS fd ?kjsyw {ks=k miHkksx {ks=k gS tks oqQN Hkh foØ; ugha djrk gSA

lkj.khµ24-1 vkxr&fuxZr lkj.kh

Ø; {ks=k

→
{ks=k Ñf"k m|ksx vfUre ek¡x oqQy mRiknu

(1) (2) (3) ;k oqQy vk;

(1) Ñf"k 50 200 50 300

(2) m|ksx 55 25 70 150

(3) ?kjsyw 20 30 0 50

oqQy ykxr ;k 125 255 120 500

oqQy vkxr

mijksDr lkj.kh dh lgk;rk ls lkekU; izns; O;wg �*��
������)����$� dh jpuk dh tk ldrh gSA

lkj.khµ24-2 izns; O;wg

Ø; {ks=k

{ks=k Ñf"k m|ksx vfUre ek¡x oqQy fuxZr

(1) (2) (3)

(1) Ñf"k ��� ��� �� ��

(2) m|ksx ��� ��� �� ��

(3) ?kjsyw ��� ��� �� ��

;fn mijksDr lkj.kh esa LrEHkksa dks ysa rks fuEu mRiknu iQyu izkIr gksaxsµ

���4��������7����7����� vFkok �//�4�����%/7�%%7��/�

���4��������7����7����� vFkok �%/�4������//7��%7��/�

blh izdkj ls oqQy mRiknu dks fofHkUu {ks=kksa esa fuEu izdkj ls ck¡Vk tk ldrk gSA (iafDr esa lHkh {ks=kksa osQ Hkkx
dks tksM+us ij)

���4����3�����3���

���4�����3�����3���

���4����3�����

ge ;gk¡ ekurs gSa fd � m|ksx dk oqQy mRiknu � m|ksxksa }kjk vkxr osQ :i esa dke esa yk;k tkrk gS rks ,slh
fLFkfr esa]

fo
Ø
; 

{k
s=k

→
fo
Ø
; 

{k
s=k

→
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bdkbZ���� vkxr&fuxZr fo'ys"k.k

���4����3�����3�������3�����3���

fy;ksfUViQ us fLFkj xq.kkad dh /kj.kk dk Hkh eku gSA bl fLFkfr esa rduhdh xq.kkad �*�� ���2����
����������� gksxkµ

����4�
ij

j

x

X

;gk¡] ����4��ok¡ m|ksx dk mRiknu tks fd �osa m|ksx }kjk dke esa yk;k tkrk gSA

���4��osa m|ksx dk oqQy mRiknu

mijksDr lkj.kh 5� esa rduhdh xq.kkad fuEu izkIr gksaxsµ

lkj.kh 24-3 rduhdh O;wg

(vkxr&fuxZr xq.kkad)

dk;Z {ks=k

Ñf"k m|ksx vfUre ek¡x oqQy mRiknu

(1) (2) (3)

Ñf"k 0-16 1-33 50 600

m|ksx 0-18 0-16 70 150

foØ; {ks=k 0-06 0-20 0 50

rduhdh xq.kkad fudkyus dk rjhdk cgqr ljy gSA ;gk¡ ge okafNr {ks=k osQ vkxr esa ml {ks=k osQ oqQy mRiknu
dk Hkkx ns nsrs gSaA mnkgj.kkFkZ] Ñf"k {ks=k dk oqQy mRiknu 300 bdkb;k¡ gSa rFkk Ñf"k dk vkxr 50] 55 ,oa 20

bdkb;k¡ gSa] ,slh fLFkfr esa rduhdh xq.kkad 50 55
0.16, 0.18

300 300
= =  rFkk 

20
0.06

300
=  gksaxsA blh izdkj

nwljs {ks=kksa dk fudkyk tk ldrk gSA

fy;ksfUViQ vkxr&fuxZr fun'kZ dks O;wg chtxf.kr dh lgk;rk ls fuEu izdkj n'kkZ;k tk ldrk gSµ

ekuk gekjk lkekU; fun'kZ fuEu gSµ

���4�����3�����3�������������� �����"���

;gk¡ ���4��osa {ks=k dk oqQy mRiknu] tgk¡ ��4��7��7���������

����4��osa {ks=k osQ mRiknu dk og fgLlk tks �osa {ks=k }kjk vkxr osQ :i esa dke esa yk;k tkrk gSA

fun'kZ (24-1) dks � {ks=kksa osQ fy, fuEu izdkj ls n'kkZ;k tk ldrk gSµ

���4 ����3�����3������3�����3���

���4 ����3�����3������3�����3���

���4 ����3�����3������3�����3���

ge tkurs gSa fd rduhdh fLFkjkad

����4
ij

j

x

X ;gk¡����4��os {ks=k dk oqQy mRiknu

fo
Ø
; 

{k
s=k
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vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

�� ����4 ������

;fn ����4�������7�����4�������vkfnA

vc gekjs ;qXein lehdj.k gksaxsµ

���4 ������3�������3������3�����������

���4 ������3�������3������3��������3���

���� ������3�������3������3�����������

lkekU; fun'kZ fuEu izdkj ls fy[kk tk ldrk gSµ

���4
1

n

ij j n
j

a X D
=

+∑

vFkok ��4����3�� �����"���

;gk¡ ��4�

1

2

n

X

X

X

 
 
 
 
 
  

�

1

12 1 2

1

...

...
n

n nn

n

D
a a D

A D
a a

D

 
    = =      
  

�

lehdj.k (24-2) ls

��4 ������4�� �5����

;gk¡   lRledkjh O;wg ������,�)����$� gSA vr%

��4 � �5������ �����"���

D;k vki tkurs gSa ;gk¡ � �5��� ,d izfrykse O;wg ��	��
��)����$� gSA

24-1-2 vkxr&fuxZr fun'kZ dh lhek,¡ ���	������
������
�����������������

;|fi fy;ksfUViQ vkxr&fuxZr fo'ys"k.k vkfFkZd fo'ys"k.k esa ,d egÙoiw.kZ ;ksxnku gS fdUrq bldh viuh oqQN
lhek,¡ gSa tks fuEufyf[kr gSaµ

1- iwoZ&/kj.kksa dh vO;kogkfjdrk ���!������������,����� ��;

��!���
�µfy;ksfUViQ fun'kZ dh
ekU;rk,¡ vO;kogkfjd gSaA blesa ;g ekuk x;k gS fd rduhdh xq.kkad �*�� ���2���������������� fLFkj
jgrk gS bldk vfHkizk; gS fd rduhdh fLFkjrk vFkok mRiknu esa ifjorZu ls yxk;s x;s lk/uksa dh ek=kkvksa esa
Hkh ifjorZu gksxkA blh izdkj fun'kZ ;g Hkh ekuk fy;k x;k gS fd vFkZO;oLFkk osQ lHkh {ks=kksa dh iw¡th lajpuk
leku gksrh gS fdUrq izR;sd {ks=k dh iw¡th dh ek¡x fHkUu&fHkUu gksrh gS] vr% iw¡th lajpuk Hkh izR;sd {ks=k osQ fy,
fHkUu&fHkUu gksxhA

2- oqQN lk/uksa dh mis{kk �H�2�����2��������1�����
�µblls fun'kZ dh n`<+ izÑfr ���2��
H������ osQ dkj.k c<+rh gqbZ ykxr rFkk fofHkUu izdkj dh leL;kvksa dk fuokj.k laHko ugha gSA

3- ,d i{kh; fl¼kar ����������;��,
�
�µ;g fl¼kar ,d i{kh; fo'ys"k.k ekuk tkrk gS] D;ksafd
blesa vFkZO;oLFkk osQ osQoy mRiknd {ks=k �'�������	��������� dks gh fy;k tkrk gSA vr% mRiknd {ks=k
dh fcYoqQy mis{kk dh x;h gSA
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4- lk/u izfrLFkkiu dh mis{kk �H�2�����2�1�����
�������
��������µrduhdh xq.kkad dh fLFkjrk
dh ekU;rk lk/u izfrLFkkiuk dh laHkkoukvksa dh mis{kk djrh gSA fdUrq okLrfodrk esa ns[kk tk, rks ,slh
izfrLFkkiuk dh laHkkouk,¡ vYidky esa Hkh gksrh gSaA nh?kZdky esa budh laHkkouk,¡ cgqr vf/d c<+ tkrh gSaA

5- js[kh; laca/ksa dk yksi �;�
�������>������������
�µbl fun'kZ esa ;g eku fy;k x;k gS fd ,d
{ks=k dk vkxr nwljs {ks=k dk fuxZr gS vFkkZr~ {ks=kksa esa js[kh; laca/ ik;k tkrk gS] tks rF;ksa osQ foijhr gS] D;ksafd
lk/uksa dh vfoHkkT;rk osQ dkj.k fuxZr esa o`f¼ lnSo vkxr o`f¼ osQ cjkcj ugha gksrh gSA

6- HkkSfrd bdkb;ksa dk iz;ksx �I
�����' ,
�����I��
�µO;ogkj esa oLrqvksa rFkk lsokvksa dks osQoy
ekSfnzd :i esa gh O;Dr fd;k tkrk gSA vr,o HkkSfrd bdkb;ksa osQ :i esa vkxr&fuxZr fo'ys"k.k osQ larqyu
lehdj.kksa }kjk vFkZO;oLFkk dk leqfpr :i esa iwokZuqeku dfBu gksrk gSA blosQ vfrfjDr fofHkUu oLrqvksa ,oa
lsokvksa dh HkkSfrd bdkb;ksa dk eki fHkUu&fHkUu gksrk gSA vr% vkxr&fuxZr lkj.kh rFkk rduhdh xq.kkadksa dks
fufeZr djus esa vR;Ur dfBukbZ dk lkeuk djuk iM+sxkA

7- tfVyrk ����!��$��,�µbl fo'ys"k.k esa vusd lajpukRed lehdj.kksa ,oa xf.krh; rduhfd;ksa dk
lgkjk ysuk iM+rk gS] ftuosQ fy, mPp xf.kr rFkk lkaf[;dh; fof/;ksa dk Kku vko';d gSA bl dkj.k ls ;g
rduhdh vR;f/d tfVy gks tkrh gSA

VkLd vkxr&fuxZr fo'ys"k.k dh fdUgha rhu ekU;rkvksa dks fy[ksaA

24-2 fy;ksfUViQ dk vkxr&fuxZr cUn fun'kZ
 �+������,
�����*����������
���!�����

fy;ksfUViQ vkxr&fuxZr [kqys fun'kZ esa geus vfUre ek¡x {ks=k (?kjsyw {ks=k) dks i`Fko~Q :i ls ekuk FkkA ;fn bl
{ks=k dks Hkh vkfFkZd O;oLFkk esa foy; dj fy;k tk, rks dksbZ Hkh {ks=k ,slk ugha jgsxk ftldk laca/ cká {ks=k
ls gksA ,slh fLFkfr esa izR;sd oLrq ekè;fed oLrqvksa �������������J���
� dh izÑfr dh gksxh D;ksafd
bl ���3��� m|ksx O;oLFkk esa mRikfnr fuxZrksa dks] bUgha fuxZrksa osQ mRiknu gsrq iz;ksx fd;k tkrk gSA bl n'kk
dks cUn fun'kZ ����
���)����� dgk tkrk gSA

bl fLFkfr esa] lEiw.kZ vFkZO;oLFkk iw.kZ izfr;ksfxrk dh fLFkfr ik;h tkrh gS rFkk ljdkjh gLr{ksi ugha jgrk gSA
;gk¡ ���3��� m|ksxksa esa ls izR;sd ,d fofHkUu fuxZr ������4��7���������3��� ek=kk dk mRiknu djrk gSA vfUre
{ks=k ?kjsyw {ks=k gS ftldk fuxZr ����1 gSA ekuk ����4��osa m|ksx dk fuxZr] tks fd �osa m|ksx dks tkrk gSA

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

fjDr LFkkuksa dh iwfrZ djsa �1������� �����:
�µ

�� vkxr dk rkRi;Z mRiknd dk --------- djus osQ fy, lkexzh dh ek¡x djus ls gSA

�� --------- 'kCn dk vfHkizk; mRikndrk iz;kl osQ ifj.kke osQ iQy ls gSA

�� fdlh ,d m|ksx dk oqQy mRiknu fdlh vU; m|ksx osQ --------- osQ :i esa dke esa yk;k tkrk gSA

"� --------- fun'kZ dh ekU;rk,¡ vO;kogkfjd gSaA
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%� vkxr&fuxZr fo'ys"k.k dh lgk;rk ls var%m|ksx laca/ rFkk lEiw.kZ vFkZO;oLFkk dks var% --------- izkIr
gksrh gSA

24-3 cUn fun'kZ osQ larqyu lehdj.kksa dk izFke leqPp;
�&��
�����������-�����������-������������
���!�����

xf.krh; :i esa can fun'kZ osQ vUrxZr

���4
1

1

n

ij
j

X
+

=
∑ �����"�"�

���4 �7��7��������3���

fLFkj rduhdh xq.kkad dh n'kk esa]

����4 ������ �����"�%�

lehdj.k (24-5) dk eku lehdj.k (26-4) esa j[kus ij

���4
1

1

n

ij j
j

a X
+

=
∑

vFkok ���4
1

1

n

ij j
j

a X
+

=
∑ �4�/ �����"�&�

lehdj.k (24-6) larqyu lehdj.kksa dk izFke leqPp; gSA

24-4 cUn fun'kZ osQ larqyu lehdj.kksa dk f}rh; leqPp;
�"�����������������-�����������-������������
���!�����

;gk¡ ge ewY;ksa ������4��7����������3��� ij è;ku osQfUnzr djsaxsA ;gk¡ �� ?kjsyw {ks=k dh Je nj gSA

;gk¡ ;g ekudj fd m|ksx esa izkfIr;k¡ ������!�
� rFkk ykxrsa ���
�
� leku gSa] larqyu lehdj.k dks fuEu
izdkj ls O;qRikfnr fd;k tk ldrk gSA

�osa m|ksx osQ fy,]

izkfIr;k¡�4 �����

rFkk ykxr�4
1

1

n

i ij
j

P X
+

=
∑ �4�

1

1

n

ij i i
j

a X P
+

=
∑

tgk¡] ����4 ������

larqyu dh n'kk esa]

������4
1

1

n

ij i i
j

a X P
+

=
∑



uksV

VED1

E\L-LOVELY-H\math24-1 IInd 21-10-11 IIIrd 24-1-12 IVth 21-4-12 Vth 20-8-12 VIth 10-9-12

������	
���������	��������� ���

bdkbZ���� vkxr&fuxZr fo'ys"k.k

vFkok ������4
1

1

n

ij i i
j

a X P
+

=
∑

vFkok ������4
1

1

n

ij i i
j

a X P
+

=
∑ �4�/ �����"�(�

��4 �7��7������

lehdj.k (24-7) larqyu lehdj.kksa dk f}rh; leqPp; gSA

24-4-1 fy;ksfUViQ osQ izkoSfxd fun'kZ ij laf{kIr fVIi.kh
�������
�����
����
�������� 
�	���������

LFkSfrd fun'kZ esa vFkZO;oLFkk osQ fofHkUu {ks=kksa osQ rduhdh xq.kkadksa dh lgk;rk ls ikjLifjd fuHkZjrk dk
vè;;u djrs gSaA fdUrq ;s xq.kkad vFkZO;oLFkk esa LVkWd �����:� dh okLrfod vko';drk ij izdk'k ugha
Mkyrs gSaA ;s ;g Hkh crkus esa vleFkZ jgrs gSa fd lk/u dh og ek=kk tks fd m|ksx }kjk [kir dh tkrh gS]
osQ fy, fdruh iw¡th dh vko';drk gksxhA bl iw¡th dh ek¡x fLFkj iw¡th fofu;ksx tSls fuekZ.k] e'khu bR;kfn
vFkok mRiknu osQ fy, dPps eky dk LVkWd cuk;s j[kus osQ fy, dh tkrh gSA ;fn fLFkjkRed vkxr&fuxZr
fun'kZ ([kqyk fun'kZ) osQ varxZr iw¡th dk izHkko lfEefyr dj fy;k tk,] rc ;g O;oLFkk xR;kRed gks tkrh
gSA vr% iw¡th fuos'k bl xR;kRed vkxr&fuxZr fun'kZ dk ,d vfHkuo y{k.k gSA

bl izdkj vkxr&fuxZr LFkSfrd fun'kZ ([kqyk fun'kZ) esa ftu lajpukRed lehdj.kksa dk lgkjk fy;k tkrk gS]
mlesa izR;sd {ks=k osQ fy, vko';d iw¡th le; vUrjky lfgr lfEefyr dj fy;k tkrk gSA vr% ;g fun'kZ
LFkSfrd vkxr&fuxZr fun'kZ (fy;ksfUViQ [kqyk fun'kZ) dk foLrkj ek=k gSA

ekU;rk,¡ �(�����������

vkxr&fuxZr xR;kRed fun'kZ LFkSfrd fun'kZ dk lkekU;Ñr :i gSA vr% bldh ekU;rk,¡ LFkSfrd fun'kZ osQ
vuq:i gksaxhA tSlsµ(1) izR;sd m|ksx osQoy ,d gh le:i oLrq dk mRiknu djrk gS rFkk (2) izR;sd oLrq
osQ mRiknu osQ fy, osQoy ,d gh rduhdh miyC/ gS] tgk¡ mRifÙk osQ lk/uksa dk la;ksx fLFkj gSA

ekuk 
���� pkyw o"kZ dk miHkksx gS tks �osa m|ksx }kjk mRikfnr gksrk gSA �������osa m|ksx dk � le; vof/ esa
oqQy mRiknu gS tks rhu mís';ksa osQ :i esa dke esa vkrk gSµ��� vxyh vof/ osQ miHkksx A
�����3���B7

������ m|ksxksa esa iw¡th oLrqvksa dk fo'kq¼ LVkWd !����3����5�!����� rFkk ����� vFkZO;oLFkk esa vkS|ksfxd mRiknu
dk pkyw izokgA bu fLFkfr;ksa esa larqyu lehdj.k gksxkµ

������4 
�����3����3�!�����3����5�!������3���������3��������

(;gk¡ ��4��7��)

vc loky ;g mBrk gS fd pkyw mRiknu �� ��� rFkk ������ oSQls mRiknu gksrk gS\ fy;ksfUViQ mRiknu iQyu
esa oqQy mRiknu nks izdkj osQ lk/uksa dk iQyu gksxkµ��� pkyw o"kZ osQ fy, dPpk eky rFkk ���� iw¡thxr oLrqvksa
dk LVkWdµ

�������4 �<�������7�������7�!�����7�!�����=

�������4 �<�������7�������7�!�����7�!�����=

vFkZO;oLFkk esa oqQy iw¡th LVkWd lHkh m|ksxksa osQ iw¡th LVkWd dk ;ksx gksxkµ

!������4 !�������3�!������
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rFkk iw¡th LVkWd esa ifjorZu nj izkIr gksxhµ

∆!�����4 !�����3����5�!�����

iw¡th LVkWd xq.kkad dks fuEu izdkj O;qRiUu fd;k tk ldrk gSµ

����4
ij

j

S

X

;gk¡ ����4�iw¡th LVkWd xq.kkad] ���4��osa m|ksx dk oqQy mRiknu rFkk !���4��osa m|ksx osQ mRiknu dks �osa m|ksx
}kjk fd;k x;k 'kks/uA

24-4-2 ,d vk;ksftr vFkZO;oLFkk osQ fy, vkxr&fuxZr fun'kks± dk egÙo
�!����	�����
�������
������������������������"��

��
#��
�	 �

vkfFkZd {ks=k esa vkxr&fuxZr fo'ys"k.k dh izfof/ ,d egÙoiw.kZ Hkwfedk vnk djrh gSA vkfFkZd fl¼kar ij
fopkj] jk"Vªh;&ys[kksa dh jpuk] vkfFkZd ;kstukvksa dh jpuk] m|ksxksa dk ikjLifjd laca/ksa rFkk fuHkZjrk dk
vè;;u djuk] O;kikj pØksa dk vè;;u bR;kfn egÙoiw.kZ {ks=k gSa] ftudk fo'ys"k.k bl izfof/ ls gh laHko gqvk
gSA orZeku esa yxHkx vFkZO;oLFkk osQ izR;sd {ks=k esa bl rduhdh dk iz;ksx fd;k tkus yxk gS] fdUrq orZeku
esa bl rduhdh dk iz;ksx fo'ks"kdj fu;ksftr vFkZO;oLFkk esa vf/d c<+rk tk jgk gSA

orZeku esa dbZ lektoknh rFkk vU; ns'kksa us vius vkfFkZd fodkl esa dk;ZØeksa dks lEiUu djus osQ fy,
vkxr&fuxZr rduhdh dh ekSfyd /kj.kkvksa dks viuk;k gSA T;knkrj lektoknh ,oa lkE;oknh vFkZO;oLFkk dk
;gh lajpukRed fopkj jgrk gS fd lEiw.kZ vFkZO;oLFkk dks ,d lqxe lefUor ,dhÑr fl¼kar osQ varxZr <kyk
tk,A lHkh vkS|ksfxd bdkb;k¡ jk"Vªh; fu;kstu laLFkk osQ varxZr fu;a=k.k esa jgrh gSaA vr% bl osQUnzh; laLFkk dk
;g nkf;Ro gS fd og vFkZO;oLFkk dh vko';drkvksa dk tk;tk ys ,oa vko';drkvksa osQ vuq:i fofHkUu
mRiknd lk/uksa dks miyC/ djk;s rkfd vf/dre lkekftd dY;k.k osQ mís'; dh iwfrZ dh tk losQA blfy,
;g vko';d gS fd fofHkUu vkS|ksfxd xfrfof/;ksa dk ;kstukc¼ <ax ls funsZ'k nsA

bl rduhdh dh lgk;rk ls ;g ekywe fd;k tk ldrk gS fd ,d m|ksx osQ oqQy mRiknu dk fdruk Hkkx nwljs
m|ksx esas vkxr osQ :i esa dke vkrk gSA vkxr&fuxZr O;wg dh lgk;rk ls lkaf[;dhKksa ������
�����
� rFkk
;kstuk vf/dkfj;ksa dks lEiw.kZ vFkZO;oLFkk dks vnk&iznk laca/ le>us esa enn feyrh gSA

vkxr&fuxZr fo'ys"k.k vFkZO;oLFkk osQ fofHkUu {ks=kksa osQ eè; laca/ dk Kku djkrh gSA vr% vFkZO;oLFkk dh
vkUrfjd lajpuk dks le>us osQ fy, fu;kstdksa osQ fy, ;g fo'ys"k.k lqfo/ktud gSA vfu;ksftr vFkZO;oLFkk
^ijh{k.k rFkk =kqfV* dh iz.kkyh ij vk/kfjr gS] fdUrq fu;ksftr vFkZO;oLFkk esa bl izdkj dh =kqfV;ksa osQ fuokj.k
dk bl fo'ys"k.k }kjk iz;kl fd;k tkrk gSA

;g è;ku nsus ;ksX; rF; gS fd jk"Vªh; vkfFkZd vk;kstu esa izkoSfxd vkxr&fuxZr dh /kj.kk LFkSfrd vkxr&fuxZr
dh /kj.kk dh vis{kk egÙoiw.kZ gS D;ksafd ns'k osQ vkfFkZd fodkl esa rsth ls ifjorZu gksus osQ dkj.k vFkZO;oLFkk
dh lajpuk dk izokg fLFkj ugha jg ldrkA bl lanHkZ esa ;g rduhdh v¼Zfodflr vFkZO;oLFkk esa vkfFkZd
vk;kstu osQ fy, vf/d mi;ksxh fl¼ gksrh gSA bldk dkj.k ;g gS fd js[kh; le:i vkxr&fuxZr fun'kZ fLFkj
rduhdh xq.kkad osQ varxZr fo'oluh; leadksa dh vuqifLFkfr esa Hkh ykxw fd;k tk ldrk gSA

vkxr&fuxZr fun'kZ dk iz;ksx u osQoy fofHkUu mRiknu {ks=kksa esa ikjLifjd laca/ksa dk vè;;u djus esa gksrk gS]
cfYd fofHkUu mís';ksa dh iwfrZ gsrq Hkh bldk iz;ksx fd;k tkrk gSA Lons'k rFkk vU; ns'kksa osQ iz'kklfud {ks=kksa
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osQ vè;;u djus osQ fy, Hkh bl fo'ys"k.k dk iz;ksx fd;k tkrk gSA bl fun'kZ esa gesa fdlh ns'k osQ fofHkUu
{ks=kksa ,oa fofHkUu ns'kksa osQ eè; vkxr&fuxZr izokg osQ ljy vè;;u gsrq ,d ;kstuk ��� ���� izkIr gksrh gS1A

bl fo'ys"k.k dk iz;ksx jsyos HkkM+k �1���2 �� O;kikj osQ vè;;u osQ fy, Hkh fd;k tkrk gSA jsyos O;kikj
lkjf.k;ksa esa mRiknu {ks=kksa dk lg;ksx fofHkUu jsyos LVs'kuksa }kjk o"kks± ls fy;k tkrk jgk gSA ^vUrj {ks=k izokg*
dks ^Vuksa esa Hkkx* ls LFkkiUu dj fn;k tkrk gS] tks fd ,d LVs'ku ls nwljs LVs'ku dks Hkstk tkrk gSA

mijksDr foospuk ls Li"V gS fd vkxr&fuxZr O;wg ;kstuk osQ vkfFkZd lk/uksa osQ vkdyu gsrq iz;ksx fd;k tkrk
gSA bl fo'ys"k.k dh lkjf.k;ksa dks fofHkUu izdkj ls bl izdkj ls fuokZfpr fd;k tkrk gS ftlls vFkZfefr osQ
fofHkUu {ks=kksa tSls m|ksxksa esa ikjLifjd laca/ ,oa fuHkZjrk] fofHkUu ns'kksa osQ vUrj izokg osQ fo'ys"k.k dk vè;;u
ljyrkiwoZd fd;k tk ldrk gSA lektoknh fLFkfr;ksa osQ varxZr vkxr&fuxZr fo'ys"k.k jk"Vªh; ;kstukvksa osQ
vkUrfjd lkeatL; osQ vUos"k.k gsrq ,d vko';d midj.k gSA

mnkgj.k 1- nh xbZ vUrj.k eSfVªDl ls vkxr&fuxZr lg&xq.kkad Kkr djksA

[kjhnkjh

{ks=k� Ñf"k m|ksx vfUre ekax oqQy mRiknu

mRiknu

{ks=k��

Ñf"k ��� ��� ��� ����

m|ksx ��� ���� ��� ����

;fn izkIr ekax cnyrh gS Øe'k% 200 vkSj 800] rks oqQy mRiknu Kkr djks tks ubZ ekax ds led{k gksA

gy �)��������% rduhdh xq.kkad dk lw=k iz;ksx djus ij]

����4
ij

j

x

X

;gk¡ ����4 rduhdh xq.kkad]

���4 �osa {ks=k esa oqQy mRiknu]

����4��osa {ks=k dk og mRiknu tks �osa {ks=k }kjk dke esa (vo'kks"k.k) yk;k tkrk gSA

rduhdh xq.kkad fudkyus dh lkj.kh

{ks=k Ñf"k m|ksx oqQy mRiknu
�������	 �
��������	 ��������	 �����������	

Ñf"k ��	
����
��
300

0.3
1000

= 600
0.3

2000
= ����

m|ksx ������
��
400

0.4
1000

= 1200
0.6

2000
= ����

�������
����	�����
���������������� ������!"!��
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vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

;fn vfUre ek¡x Ñf"k rFkk m|ksx esa Øe'k% �// rFkk +// gks tk, rcµ

{ks=k Ñf"k m|ksx vfUre ek¡x oqQy mRiknu

Ñf"k ��� ��� ��� ����

m|ksx ��� ���� #�� ����

vr% oqQy mRiknu �J��

����!����4���//�3��"//�4��%//�

mnkgj.k 2-�uhps nh xbZ lkj.kh vFkZO;oLFkk osQ rhu lSDVjksa !�7�!��vkSj�!� osQ lkFk djksM+ksa #i, osQ
vUrj&vkS|ksfxd ysu&nsu dks n'kkZrh gSµ

�� �� �� vfUre ek¡x oqQy fuxZr

�� "� �" �" ��� ���

�� �� "� �� ��� ���

�� ��� "� �"� ��� ���

lgxq.kkad eSfVªDl dh x.kuk dhft,

gy �)��������% ge tkurs gSa fd

ij
ij

j

x
a

X

 
= = 

  
������ ��� ��	�

rduhdh xq.kkad fudkyus dh lkj.kh

�� �� �� oqQy mRiknu
�����������	

��

50
0.25

200
= 25

0.08
300

= 25
0.04

600
= ���

��

40
0.20

200
= 50

0.16
300

= 10
0.016

600
= ���

��

100
0.50

200
= 50

0.16
300

= 150
0.25

600
= ���

mnkgj.k�*��vkxr&fuxZr fun'kZ esa rduhdh eSfVªDl uhps nh xbZ gSµ

{ks=k�� {ks=k��� vfUre ekax

$����
�� ��� ��� ��

$����
��� � ��� ��

��%�
 ��! ��# &

;fn vfUre ekax "��4 /�%��3��//

"��4 /����3��/"
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bdkbZ���� vkxr&fuxZr fo'ys"k.k

rks vk; dk larqyu vkSj fofHkUu lSDVjksa dk fuxZr Kkr djsaA ifj.kkeksa dh rqyuk djsa ;fn�"��4��//7�"��4��//

gksA

gy % larqyu dh fLFkfr esa]

"��4 "�

∴ /�%��3��//�4 /����3��//

vFkok %��3��///�4 ���3��///

vFkok ���4 �///

vFkok ��4 %//

iqu% "��4 /�%��3��//�4���%�8�%//��3��//�4��%/

"��4 /����3��//�4��/���8�%//��3��//�4��%/

ge tkurs gSa fdµ

��4 ���3��

vFkok ��� � �5�������

;gk¡ ��4 {ks=k rFkk� �{ks=k�  �dk oqQy mRiknu gS

 �4 bdkbZ O;wg

��4 vfUre ek¡x

��4 O;wwg xq.kkad����������������)����$�

vc

 �5���4
1 0 0.1 0.3
0 1 0 0.2

   
−   

   

4
0.9 0.3
0 0.8

− 
 
 

� �5������4
Adjoint

Determinant

��������� �5����4
0.9 0.3
0 0.8

− 
 
 

4 /�(�

i{kkUrjf.kr O;wg�� �5����4
0.9 0
0.3 0.8

 
 − 

of 0.9 0.8
of 0.3 0
0 0.3

0.8 0.9

= 
= 
= 
= 

������

������

������

������

( 1)
for cofactor sign

i j+ ∴ −
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vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

;���������� �5����4
0.8 0.3
0 0.9

 
 
 

� �5������4
0.8 0.31
0 0.90.72

 
 
 

4

0.8 0.3
1.11 0.410.72 0.72

0.9 0 1.25
0

0.72

 
   =   
   
  

vc � �5��������4
1.11 0.41 350 532.0

0 1.15 350 437.5
     

= =     
     

vr% izFke {ks=k dk oqQy mRiknu 4�%�� bdkb;k¡

rFkk f}rh; {ks=k dk oqQy mRiknu 4�"�(�% bdkb;k¡

����� ;fn "��4��// rFkk "��4��// gks rks

��� �5��������4
1.11 0.41 100

0 1.25 200
   
   
   

4
192
250

 
 
 

bl fLFkfr esa izFke {ks=k dk mRiknu 4��-� bdkb;k¡

rFkk f}rh; {ks=k dk mRiknu 4��%/ bdkb;k¡A

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

fuEufyf[kr dFkuksa esa lR; vFkok vlR; dh igpku djsa

�������� �� ���� ���������2�
�������
�����*�������1��
��%

&� ���4�
+

=
∑

1

1

n

ij
j

X

(� �����4�
+

=
=∑

1

1

0
n

ij i i
j

a X P lehdj.k] larqyu lehdj.kksa dk f}rh; leqPp; gSA

+� vkfFkZd {ks=k esa vkxr&fuxZr fo'ys"k.k dh izfof/ ,d egÙoiw.kZ Hkwfedk vnk ugha djrh gSA

-� vkxr&fuxZr fo'ys"k.k vFkZO;oLFkk osQ fofHkUu {ks=kksa osQ eè; laca/ dk Kku ugha djkrh gSA

�/� rduhdh xq.kkad ����4�
ij

j

x

x
�
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bdkbZ���� vkxr&fuxZr fo'ys"k.k

24-5 lkjka'k �������#�

• vkxr ��!��� dk rkRi;Z mRiknd dk mRiknu djus osQ fy, lkexzh �)�������� dh ek¡x djus ls
gS tcfd fuxZr ����!��� 'kCn dk vfHkizk; mRikndrk iz;kl osQ ifj.kke osQ iQy ls gSA

• vkxr&fuxZr fo'ys"k.k dh lgk;rk ls vUr% m|ksx laca/ rFkk lEiw.kZ vFkZO;oLFkk dks vUr% fuHkZjrk
izkIr gksrh gS D;ksafd ,d m|ksx dk fuxZr nwljs m|ksx osQ fy, vkxr gks ldrk gSA

• fy;ksfUViQ dk LFkSfrd vkxr&fuxZr fun'kZ mijksDr ekU;rkvksa ij vk/kfjr gSA fy;ksfUViQ dk LFkSfrd
fun'kZ dks ,d mnkgj.k }kjk le>k;k tk ldrk gSA

• vkxr&fuxZr lkj.kh dh lgk;rk ls bl fun'kZ dks le>k;k tk ldrk gSA bl lkj.kh esa rhuksa {ks=kksa dk
fuxZr ����!���] iafDr;ksa ����
� ({kSfrt :i esa) }kjk n'kkZ;k x;k gS tcfd bu {kss=kksa dk vkxr
��!���] LrEHkksa ������
� (yEcor~ :i esa) }kjk n'kkZ;k x;k gSA

• rduhdh xq.kkad fudkyus dk rjhdk cgqr ljy gSA ;gk¡ ge okafNr {ks=k osQ vkxr esa ml {ks=k osQ oqQy
mRiknu dk Hkkx ns nsrs gSaA

• fy;ksfUViQ fun'kZ dh ekU;rk,¡ vO;kogkfjd gSaA blesa ;g ekuk x;k gS fd rduhdh xq.kkad �*�� �@
��2���������������� fLFkj jgrk gSA bldk vfHkizk; gS fd rduhdh fLFkjrk vFkok mRiknu esa
ifjorZu ls yxk;s x;s lk/uksa dh ek=kkvksa esa Hkh ifjorZu gksxkA

• O;ogkj esa oLrqvksa rFkk lsokvksa dks osQoy ekSfnzd :i esa gh O;Dr fd;k tkrk gSA vr,o HkkSfrd
bdkb;ksa osQ :i esa vkxr&fuxZr fo'ys"k.k osQ larqyu lehdj.kksa }kjk vFkZO;oLFkk dk leqfpr :i esa
iwokZuqeku dfBu gksrk gSA

• fy;ksfUViQ vkxr&fuxZr [kqys fun'kZ esa geus vfUre ek¡x {ks=k (?kjsyw {ks=k) dks i`Fko~Q :i ls ekuk FkkA
;fn bl {ks=k dks Hkh vkfFkZd O;oLFkk esa foy; dj fy;k tk, rks dksbZ Hkh {ks=k ,slk ugha jgsxk ftldk
laca/ cká {ks=k ls gksA

• LFkSfrd fun'kZ esa vFkZO;oLFkk osQ fofHkUu {ks=kksa osQ rduhdh xq.kkadksa dh lgk;rk ls ikjLifjd fuHkZjrk
dk vè;;u djrs gSaA

• vkxr&fuxZr xR;kRed fun'kZ LFkSfrd fun'kZ dk lkekU;Ñr :i gSA vr% bldh ekU;rk,¡ LFkSfrd fun'kZ
osQ vuq:i gksaxhA

• vkfFkZd {ks=k esa vkxr&fuxZr fo'ys"k.k dh izfof/ ,d egÙoiw.kZ Hkwfedk vnk djrh gSA vkfFkZd fl¼kar
ij fopkj] jk"Vªh;&ys[kksa dh jpuk] vkfFkZd ;kstukvksa dh jpuk] m|ksxksa dk ikjLifjd laca/ksa rFkk
fuHkZjrk dk vè;;u djuk] O;kikj pØksa dk vè;;u bR;kfn egÙoiw.kZ {ks=k gSa] ftudk fo'ys"k.k bl
izfof/ ls gh laHko gqvk gSA

• vkxr&fuxZr fo'ys"k.k vFkZO;oLFkk osQ fofHkUu {ks=kksa osQ eè; laca/ dk Kku djkrh gSA vr% vFkZO;oLFkk
dh vkUrfjd lajpuk dks le>us osQ fy, fu;kstdksa osQ fy, ;g fo'ys"k.k lqfo/ktud gSA

24-6 'kCndks'k �$�#����
�

• vkxr ��!���% izkIrA

• fuxZr ����!���% fudyukA
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vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

24-7 vH;kl&iz'u ���	����%��
���
�

1- can fun'kZ osQ larqyu lehdj.kksa dk izFke leqPp; dh xf.krh; O;k[;k djsaA

2- fy;ksfUViQ dk vkxr&fuxZr can fun'kZ ls D;k vfHkizk; gS\

3- fy;ksfUViQ osQ izkoSfxd fun'kZ ij laf{kIr fVIi.kh fy[ksaA

4- ,d vk;ksftr vFkZO;oLFkk osQ fy, vkxr&fuxZr fun'kks± dk egÙo le>kb,A

5- can fun'kZ osQ larqyu lehdj.kksa dk f}rh; leqPp; dh xf.krh; O;k[;k djsaA

mÙkj % Lo&ewY;kadu ��
����������������	�
��

�� mRiknu �� fuxZr �� vkxr "� fy;ksfUViQ %� fuHkZjrkA

6- lR; (� lR; +� vlR; -� vlR; �/� lR;A

24-8 lanHkZ iqLrosaQ �&������������'
�

iqLrdsa 1- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkyZ ih- fleksu] ykWjsUl CyweA

2- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ ekydkWe] fudksyl] ;w-lh- yUnuA

3- ,lsfU'k;y eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ uWV lsMsLVj] ihVj gkeUM] izSfUVl gkWy ifCy-

4- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkmQfUly iQkWj bdksukWfed ,tqosQ'kuA

5- xf.krh; vFkZ'kkL=k µ ekbdy gSjhlu] iSfVªd okYMjuA

6- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl ,.M iQkbukUl µ ekfVZu ukeZuA

7- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ esgrk vkSj enukuh µ lqYrku pUn ,.M lUlA

8- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ fleksu vkSj Cywe µ ohok ifCyosQ'kuA

9- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ ;kekus µ izSfUVl gkWy bfUM;kA
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bdkbZ���� gkWfdUl&fleksu dh 'krs±

bdkbZµ�% % gkWfdUl&fleksu dh 'krs±

�&�
�	�	�
�����'�(�	
���
��)	��
�

vuqØef.kdk ����������

mís'; ��������	�
�

izLrkouk ������������

�%�� gkWfdUl ,oa fleksu dh 'krs± ��������
����?��:�
���������

�%�� eSfVªDl dk rduhdh xq.kk fudkyuk �*��1���� ��*�� �����)����!�������
���
)����$�

�%�� lkjka'k �������,�

�%�" 'kCndks'k �.�,����
�

�%�% vH;kl&iz'u ���	����0��
���
�

�%�& lanHkZ iqLrosaQ �1��� ��������2
�

mís'; ��������	�
�

bl bdkbZ osQ vè;;u osQ i'pkr~ fo|kFkhZ ;ksX; gksaxsµ

• gkWfdUl&fleksu dh 'krks± ls voxr gksus esaA

• eSfVªDl dk rduhdh xq.kk fudkyus esaA

izLrkouk�������������

dHkh&dHkh vkxr&fuxZr eSfVªDl dk gy] ½.kkRed la[;k vk tkrk gSA ;fn gekjk gy fuxZr] ½.kkRed fuxZr
vkrk gS rks bldk eryc ;g gS fd ge fuxZr ls vf/d vkxr dk iz;ksx dj jgs gSa] tks fd ,d vokfLrd
fLFkfr gSA rks ge ;g dg ldrs gSa fd ,slk �,
����6����� ugha gSA

25-1 gkWfdUl ,oa fleksu dh 'krs± ��������
����.��(�
���������

?��:�
@���� dh 'krs± bl fLFkfr ls futkr fnykrh gSaA gekjk izkFkfed lehdj.k ��4�� �5�����" gS] rks
� �5��� dks fuEu izdkj fy[k ldrs gSaA

111 2 3

21 22 23 2

31 32 33 3

1 2 3

(1 )

(1 )
(1 )

(1 )

n

n

n

n n n nn

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

+ +− − −

− − −
− − −

− − − −

�

�

�

� � � � �

� � � � �

�
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vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

rks ?��� dh fuEu nks 'krs± gksaxhµ

(1) eSfVªDl dk lkjf.kd ges'kk /ukRed gksuk pkfg,

(2) fodj.k rRo ��#�����5�����7����5�����7����5����������������5����� /ukRed gksus pkfg, vFkkZr~
����7����7����7�������� ges'kk 1 ls de gksus pkfg,A

D;k vki tkurs gSa mijksDr nksuksa 'krks± dks gh ?��:�
@�����dh 'krs± dgrs gSaA

mnkgj.k% ;fn ����4� 0.8 0.2
0.9 0.7

 
 
 

∴ � �5����4�
− 

 − 

0.2 0.2
0.9 0.3

vkSj lkjf.kd dk eku�� �5����gks rks]�/�/&�5�/��+�4��5��+����tksfd 'kwU; ls de gSA

;gk¡ ij ?����������� larq"V ugha gksrh gSA

rks dksbZ Hkh gy laHko ugha gSA

VkLd gkWfdUl&fleksu dh 'krks± dks fy[ksaA

mnkgj.k% o"kZ 1990 esa vUr% m|ksx dk ysu&nsu fu/kZj.k fuEu fn;k gSµ

nh xbZ vUrj&vkS|ksfxd ysu&nsu lkj.kh o"kZ 1990 osQ fy, ,d vFkZO;oLFkk osQ fy, cukbZ xbZ gSA

m|ksx � � vfUre oqQy

miHkksx

� "�� �'��� ��� �'"��

� �'("� �'��� �'�"� #'���

Je �"� �'#�� & "'�"�

oqQy �'"�� #'��� "'�"� �"'""�

25-2 eSfVªDl dk rduhdh xq.kk fudkyuk
�"��&�������"��������!����������������!������

izR;{k vko';drk iznf'kZr djrs gq, rduhdh lgxq.kkad eSfVªDl cukb,A D;k bl i¼fr osQ fy, gy gS\

izR;sd vkxr dks lsDVj osQ oqQy fuxZr ls Hkkx nsdj] fuxZr dh izR;sd bdkbZ (#i,) dh izR;{k vko';drk
iznf'kZr djrs gq, rduhdh eSfVªDl Kkr dj ldrs gSaA
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bdkbZ���� gkWfdUl&fleksu dh 'krs±

tSls fd]

mÙkjµ

����4
11

1

500
0.20

2,500
X
X

 
= = 

 

����4
12

2

1,600
0.20

8,000
X
X

 
= = 

 

����4
21

1

1,750
0.70

2,500
X
X

 
= = 

 

����4
22

2

1,600
0.20

8,000
X
X

 
= = 

 

vr% nh xbZ rduhdh eSfVªDl

m|ksx � �

∴ ���4 � /��/ /��/

� /�(/ /��/

Je /��/ /�&/

�� � �5�;��4
1 0.20 0.20 0.80 .20

0.70 1 0.20 0.70 0.80
− − −   

=   − − −   

∴ � �5����4�
0.80 0.20
0.70 0.80

−
−

4 /�+/�8�/�+/�5�/��/�8�/�(/�4�/�%/

pwafd�9 �5��9�/ukRed gS vkSj � �5����osQ ewy fod.kZ osQ lHkh rRo Hkh /ukRed gksaxs] vr% gkWfdUl vkSj
fleksu dh 'krs± iw.kZ gksrh gSa vr% iz;ksxkfJr i¼fr dk ,d gy gSA

�mnkgj.k % fn;k gS_

��4�

0.1 0.3 0.1
0 0.2 0.2
0 0 0.3

 
 
 
  

rFkk vfUre ek¡x "�7�"������"� gS ���!�� dk Lrj fudkfy,

vkSj vfUre ekax gSa �"�7�"��vkSj�"���fun'kZ dh fu;ferrk osQ lkFk fuxZr Lrj Kkr dhft,A fuxZr Lrj D;k gksxk
;fn "��4��/7�"��4�/�vkSj�"��4��//�gks\

mÙkjµ ��
1 1

1
2 2

3 3

( )
X F
X I A F
X F

−

   
   = −   
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vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

vc7 � �5����4�

0.9 0.3 0.1
0 0.8 0.2
0 0 0.7

− − 
 − 
  

lgHkktd bl izdkj gS%

����4
0.8 0.2

0.56
0 0.7

−
=

����4
0 0.2

0
0 0.7

−
− =

����4
0 0.8

0
0 0

−
+ =

����4
0.3 0.1

0.21
0 0.7

− −
− =

����4
0.9 0.1

0.63
0 0.7

− −
− =

����4
0.9 0.3

0
0 0

− −
− =

���4
0.3 0.1

0.14
0.8 0.2

− −
− =

−

����4
0.9 0.1

0.18
0 0.2

− −
− =

−

����4
0.9 0.3

0.72
0 0.5

−
− =

vr% lkjf.kd dk eku gS] /�-�8�/�%&�4�/�%/"

vr% � �5������4

0.56 0.21 0.14
1

0 0.63 0.18
0.504

0 0 0.72

 
 
 
  

4�

1.11 0.42 0.28
0 1.25 0.36
0 0 1.43

 
 
 
  

∴
1

2

3

X
X
X

 
 
 
  

�4
1

2

3

1.11 0.42 0.28
0 1.25 0.36
0 0 1.43

F
F
F
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bdkbZ���� gkWfdUl&fleksu dh 'krs±

1

2

3

X
X
X

 
 
 
  

�4
1 2 2

2 3

3

1.11 0.42 0.28
0 1.25 0.36
0 0 1.43

F F F
F F

F

+ + 
 + + 
 + + 

"�7�"��vkSj�"�7�osQ fn, x, eku ls gesa izkIr gksrk gS]

���4 ����"��3�/�"�"��3�/��+"�

4 �����8��/�3�/�3�/��+�8��//

4 %/��

���4 ���%"��3�/��&"�

/�3�/��&�8��//�4 �&�vkSj

���4 ��"�"��4��"�

uksV~l ;g uksV djus ;ksX; gS fd ;fn rduhdh eSfVªDl mPp f=kdks.kh; (tks fd)] ;fn ewy fod.kZ osQ uhps

osQ lHkh rRo 'kwU; gSa ;k 'kwU; osQ utnhd gSa] rc ���&	
���� eSfVªDl f=kdks.kh; gksxhA ,slh fLFkfr esa
���fuxZr iwjh rjg ls lsDVj 3 dh vfUre ekax ij fuHkZj djsxk vkSj ���lsDVj 2 vkSj 3 dh vfUre ekax

ij fuHkZj djsxkA

mnkgj.k% mijksDr mnkgj.k esa ;fn vfUre ek¡x esa �$���$���$� ifjorZu gksrk gS rks fuxZr esa D;k
ifjorZu gksxkA

��� �����	���$��!��7��������������
�� �2���,��/7��/7��/7�� ��� ������������ �
� �2����
���������!��
K

L�� �	� ��4 � �5������"

∴ ∆��4 � �5������∆"

tgka] �∆��vkSj�∆"�fuxZr vkSj vfUre ekax esa vk, fuEu cnykoksa osQ Øe'k% okgd gSa] vr%

∆��4

1.11 0.42 0.28 10
0 1.25 0.36 10
0 0 1.43 10

   
   
   
      

∆���4 �����8��/�3�/�"��8��+�8��/�4��+��

∆���4 /�3����%�8��/�3�/��&�8��/�4��&��

∆���4 �"��

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

fjDr LFkkuksa dh iwfrZ djsa �1������� �����:
�µ

�� dHkh&dHkh vkxr&fuxZr eSfVªDl dk gy --------- la[;k vk tkrk gSA

�� ;fn gekjk gy fuxZr ½.kkRed gS rks bldk eryc ;g gS fd ge fuxZr ls vf/d --------- dk iz;ksx
dj jgs gSaA

�� eSfVªDl dk lkjf.kd ges'kk --------- gksuk pkfg,A
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��� ������	
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vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

25-3 lkjka'k �������#�

• dHkh&dHkh vkxr&fuxZr eSfVªDl dk gy] ½.kkRed la[;k vk tkrk gSA ;fn gekjk gy fuxZr] ½.kkRed
fuxZr vkrk gS rks bldk eryc ;g gS fd ge fuxZr ls vf/d vkxr dk iz;ksx dj jgs gSa] tks fd ,d
vokfLrd fLFkfr gSA

• gekjh izkFkfed lehdj.k ��4�� �5�����" gS rks � �5��� dks fuEu izdkj fy[k ldrs gSaA

111 2 3

21 22 23 2

31 32 33 3

1 2 3

(1 )

(1 )
(1 )

(1 )

n

n

n

n n n nn

a a a a

a a a a
a a a a
a a a a

+ +− − − 
 

− − − 
 − − −
 

− − − −  

25-4 'kCndks'k �$�#����
�

• 'krZ ���������% izfrca/A

25-5 vH;kl&iz'u ���	����%��
���
�

1- fuEu rduhdh xq.kkad ��� rFkk vfUre ek¡x nh gqbZ gS] mRiknu ����!��� Kkr dhft,

��4

3

0.5 0.3 0.2 100
0.3 0.1 0.4 50
0.1 0.3 0.3 60

F
   
   =   
      

2- fuEu lkj.kh dh lgk;rk ls rduhdh xq.kkad fudkfy,µ

Ø; {ks=k � Ñf"k m|ksx vfUre ek¡x oqQy mRiknu

��mRiknd {ks=k

(1) Ñf"k "�� ���� ��� �(��

(2) m|ksx (�� �"�� ��� �#��

mÙkj % Lo&ewY;kadu ��
����������������	�
��

��½.kkRed �� vkxr �� /ukRed

25-6 lanHkZ iqLrosaQ �&������������'
�

iqLrdsa 1- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ ;kekus µ izSfUVl gkWy bfUM;kA

2- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkmQfUly iQkWj bdksukWfed ,tqosQ'kuA

3- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkyZ ih- fleksu] ykWjsUl CyweA
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bdkbZ���� gkWfdUl&fleksu dh 'krs±

4- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ ekydkWe] fudksyl] ;w-lh- yUnuA

5- xf.krh; vFkZ'kkL=k µ ekbdy gSjhlu] iSfVªd okYMjuA

6- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl ,.M iQkbukUl µ ekfVZu ukeZuA

7- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ esgrk vkSj enukuh µ lqYrku pUn ,.M lUlA

8- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ fleksu vkSj Cywe µ ohok ifCyosQ'kuA

9- ,lsfU'k;y eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ uWV lsMsLVj] ihVj gkeUM] izSfUVl gkWy ifCy-
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��� ������	
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vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

bdkbZµ�� % cUn vFkZO;oLFkk % vkxr&fuxZr ekWMy

������	
������
�
�����������
��	���

vuqØef.kdk ����������

mís'; ��������	�
�

izLrkouk ������������

���� vkxr&fuxZr fo'ys"k.k osQ eq[; rRo �������������
������������������� 
�
�

���� can vkxr&fuxZr ekWMy �!��
���������������"�����

���# lkjka'k �$����� �

���% 'kCndks'k �&� '���
�

���( vH;kl&iz'u �)�	��'�*��
���
�

���� lanHkZ iqLrosaQ �+���,���)����-
�

mís'; ��������	�
�

bl bdkbZ osQ vè;;u osQ i'pkr~ fo|kFkhZ ;ksX; gksaxsµ

• vkxr&fuxZr fo'ys"k.k osQ eq[; rRoksa dks tkuus esa_

• cUn vkxr&fuxZr ekWMy dks le>us esaA

izLrkouk��������������

vkxr 'kCn dk rkRi;Z mRiknd dk mRiknu osQ fy, lkexzh dh ekax ls gSA blh rjg fuxZr 'kCn dk vFkZ
mRikndrk osQ iQy ls tqM+k gSA ykxr dk eryc ml lkexzh ls gS tks mRiknd mRiknu osQ fy, Ø; djrk gS
tcfd fuxZr 'kCn dk vFkZ mlls gS ftldk mRiknd foØ; djrk gSA vr% vkxr fdlh iQeZ osQ fy, ykxr
gS tcfd fuxZr izkfIrA

vkxr&fuxZr fo'ys"k.k dh [kkst lu~ 1951 esa '�'��.������ dh FkhA ;g fo'ys"k.k bl ckr dk vè;;u
djrk gS fd ,d nh gqbZ rduhd ij fofHkUu {ks=kksa dk fdruk mRiknu fd;k tk;s tks miHkksx osQ rkSj ij miHkksDrk
,oa m|ksxksa osQ }kjk iw.kZr% iz;ksx esa ys fy;k tk;s rFkk ;gk¡ ij larqf"V dk Lrj vf/dre gksA

26-1 vkxr&fuxZr fo'ys"k.k ds eq[; rRo ��������������
���
�����������������
�
�

• ;g fo'ys"k.k larqfyr vFkZO;oLFkk ij ykxw gksrk gSA

• ;g fo'ys"k.k mRiknu fØ;kvksa ,oa rduhdh ls lacaf/r leL;kvksa dk vè;;u djrk gSA

• ;g fo'ys"k.k lkoZHkkSfed [kkstksa ij vk/kfjr gSA
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������	
���������	��������� ���

bdkbZ���� cUn vFkZO;oLFkk % vkxr&fuxZr ekWMy

vkxr&fuxZr ekWMy %

bldh rduhdh dks Li"V djus osQ fy, nks izdkj osQ lehdj.kksa dk iz;ksx fd;k tkrk gS ��� rqyukRed
lehdj.k% ;g lehdj.k Li"V djrk gS fd fdlh m|ksx dk lEiw.kZ mRiknu ;k rks Lo;a osQ }kjk [kir dj fy;k
tkrk gS ;k nwljs m|ksxksa vFkok ckgjh {ks=kksa }kjk [kir dj fy;k tkrk gSA ekuk ckgjh {ks=k ls vfrfjDr m|ksxksa
dh la[;k ��gS rFkk m|ksx � gSA ftldk oqQy mRiknu �� gSA rks fuEu rqyukRed lHkh gksxh_

���/ ����0�����0�����0�1�0����
�0�+�

���/ ����0�����0�����0�10�����0�+�

∴ ���/ ����0�����0�����0�10�����0�+�

tgk¡ � ⇒ ckgjh {ks=k dh ek¡x

�2� lajpukRed lehdj.k% bl lehdj.k osQ fuekZ.k osQ fy;s rduhdh xq.kkad dk lgkjk fy;k tkrk gSA ekuk
� ,oa � nks m|ksx gSa %

m|ksx 3�3 esa m|ksx 3�3 dk rduhdh xq.kkad

��/
����� ��� ����� �	� �
��� � ���� � ��� �����

����� � ��	� �
����

’ ’ ’ ’

’ ’

j i

i

vFkkZr~ ����/
i j

j

X

X

�� ����/ ����	��� 1���

;gk¡ ��� rduhdh xq.kkad gSA

mijksDr ��� lehdj.k lajpukRed lehdj.k dgykrk gSA vc_ rqyukRed lehdj.k dks lajpukRed lehdj.k
esa ifjorZu djus ij]

���/ ������0�������0�������0�11�0�������0���

���/ ������0�������0�������0�11�0�������0���

111111111111111111

111111111111111111

���/ ������0�������0�������0�11�0�������0���

111111111111111111

111111111111111111

���/ ������0�������0�������0�11�0�������0���

lkjf.kd osQ :i esa fy[kus ij

1

2

3

 
 
 
 
 
 
  

i

n

X
X
X
X
X

�/

1 1
11 12 13 1

2 2
21 22 23 2

1 2 3

1 2 3

: :

: :

   
…     

     …     
  +… … … … …    
     …     
     …        

n

n

i i
i i i in

n n n nn
n n

X F
a a a a

X F
a a a a

X F
a a a a

a a a a
X F

�� ��/ 
��0�� 1���

;g vkxr&fuxZr ekWMy dk lkekU; lehdj.k gksrh gSA
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vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

26-2 cUn vkxr&fuxZr ekWMy ����
���������������������

;fn ckgjh {ks=k dh ek¡x vFkkZr~ +4 vkUrfjd {ks=k dh rjg dk;Z djs rks og ekWMy cUn vknk&iznk ekWMy dgykrk
gSA ftl izdkj vfUre miHkksx {ks=k] vU; m|ksxksa dks Jfedksa dh vkiwfrZ djrk gS rks og ,d m|ksx dh rjg
dk;Z djrk gSA bl voLFkk esa m|ksxksa dh la[;k ���0��� gks tk;sxh] vxj ckgjh {ks=k dks �� m|ksx ls iznf'kZr
djsa rks]

���/ ������0�������0�������0�11�0������

���/ ������0�������0�������0�11�0������

111111111111111111
111111111111111111

���/ ������0�������0�������0�11�0������

�� ��/ 
�
�� ��5�
��/ 6

�� 7��5�
8��/ 64�;gk¡ ��⇒�������  vkO;wg gSA

mnkgj.kkFkZ% miHkksx iQyu fo'ys"k.k (cUn ekWMy) ekuk nks m|ksx ,oa ,d vfUre ek¡x nh gqbZ gSA
5 � � +����9����
� 6�� 6�# +�

� 6 6�� +�

Jfed �.� 6�: 6�( 5

vc ekuk +����������Hkh m|ksx dh rjg dk;Zjr gS rks

���/ 6�(���0� 1C

���/ 6�#���� 2C

;gk¡ 6�(����6�#�"�! gS rFkk 1 2andC C  Lok;Dr mi;ksx gSA

rks xq.kd ��/
1 1

5
1 (0.5 0.3) 0.2

= =
− +

rks u;k vkxr&fuxZr ekWMy_

���/ 6�����0�6�#���0�6�(���0� 1C

���/ 6�6���0�6�����0�6�#���0� 2C

rFkk etnwjh nj 6�: ,oa 6�( nh gqbZ gS rks �:���0�6�(���/��

rks

�����5�6����5�6�#����5�6�(��/� 1C

56�6���0������5�6����5�6�#���/� 2C

6�:���0�6�(���0��	
�6

rks lkjf.kd osQ :i esa_
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bdkbZ���� cUn vFkZO;oLFkk % vkxr&fuxZr ekWMy

1

2

 
 
 
  

X
X

y
�/

1

2

0.65 0.55 0.49
1

0.27 0.45 0.27
0.144

0.72 0.72 0.72 0

  
  
  
     

C
C

6�
1

2

 
 
 
  

X
X
y

�/
1

2

4.51 3.82 3.34
1.87 3.12 1.87
5.0 5.0 5.0 0

  
   =   
     

C
C

rks lUrqfyr vk; ��/�(� 1C �0�(� 2C �/�(� 1C �5� 2C ������

26-3 lkjka'k ���������

• vkxr 'kCn dk rkRi;Z mRiknd dk mRiknu osQ fy, lkexzh dh ekax ls gSA blh rjg fuxZr 'kCn dk
vFkZ mRikndrk osQ iQy ls tqM+k gSA ykxr dk eryc mlh lkexzh ls gS tks mRiknd mRiknu osQ fy,
Ø; djrk gS tcfd fuxZr 'kCn dk vFkZ mlls gS ftldk mRiknd foØ; djrk gSA vr% vkxr fdlh
iQeZ osQ fy, ykxr gS tcfd fuxZr izkfIrA

26-4 'kCndks'k � ��!���
�

1- vkxr % fdlh iQeZ osQ fy, mRiknu dh lkexzh

26-5 vH;kl&iz'u �"�	��!�#��
����
�

1- can vFkZO;oLFkk esa vkxr&fuxZr ekWMy dks Li"V djsaA

2- fdlh iQeZ dh ykxr c<+us ij mRiknu ij D;k vlj iM+sxk\

26-6 lanHkZ iqLrosaQ �$���%���"�����&
�

iqLrdsa 1- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV % ;kekus µ izSfUVl gkWy bfUM;kA

2- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkmQfUly iQkWj bdksukWfed ,tqosQ'kuA

3- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ ekydkWe] fudksyl] ;w-lh- yUnuA

4- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkyZ ih- fleksu] ykWjsUl CyweA

5- xf.krh; vFkZ'kkL=k µ ekbdy gSjhlu] iSfVªd okYMjuA

6- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ esgrk vkSj enukuh µ lqYrku pUn ,.M lUlA

7- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl ,.M iQkbukUl µ ekfVZu ukeZuA

8- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ fleksu vkSj Cywe µ ohok ifCyosQ'kuA

9- ,lsfU'k;y eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ uWV lsMsLVj] ihVj gkeUM] izSfUVl gkWy ifCy-
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vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

bdkbZµ�� % js[kh; izksxzkfeax
������
�����������

vuqØef.kdk ����������

mís'; ��������	�
�

izLrkouk ������������

�;�� js[kh; izksxzkfeax dk vFkZ �"���-�������������-�����-�

�;�� 'krs± ,oa lkekU;hdj.k �!������
����<������
�����

�;�# iQeZ osQ fl¼kar ij mi;ksx ����������������,��=,��� �����,�������

�;�% js[kh; izksxzkfeax dh lhek,¡ �.��������
����.��������-�����-�

�;�( lkjka'k �$����� �

�;�� 'kCndks'k �&� '���
�

�;�; vH;kl&iz'u �)�	��'�*��
���
�

�;�> lanHkZ iqLrosaQ �+���,���)����-
�

mís'; ��������	�
�

bl bdkbZ osQ vè;;u osQ i'pkr~ fo|kFkhZ ;ksX; gksaxsµ

• js[kh; izksxzkfeax osQ vFkZ] 'krs± ,oa lkekU;hdj.k ls lacaf/r tkudkjh izkIr djus esaA

• iQeZ osQ fl¼kar ij mi;ksx dh tkudkjh izkIr djus esaA

• js[kh; izksxzkfeax dh lhekvksa dks tkuus esaA

izLrkouk��������������

js[kh; izksxzkfeax ,d xf.krh; fof/ gS ftldk xf.krK tktZ MSuftx �<���-��9��?�-� us] lsukvksa dks iwfrZ
igq¡pkus dh leL;k ls lEcfU/r vejhdk dh ok;q lsuk osQ fofHkUu dk;Z&dykiksa dh ;kstuk cukus osQ fy,] 1947
esa fodflr fd;k FkkA iQeZ osQ vkfFkZd fl¼kar] izca/kRed vFkZ'kkL=k] vUr%izknsf'kd O;kikj] lkekU; larqyu
fo'ys"k.k] dY;k.k vFkZ'kkL=k vkSj fodkl vk;kstu esa iz;ksx osQ fy, Hkh bldk fodkl gqvk gSA bl vè;k; esa
iQeZ ls lacaf/r js[kh; izksxzkfeax dh O;k[;k dh tk jgh gSA
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bdkbZ���� js[kh; izksxzkfeax

27-1 js[kh; izksxzkfeax dk vFkZ �������&��������������&������&�

vf/drehdj.k rFkk U;wurehdj.k dh leL;kvksa dks b"Vrehdj.k �������
����� dh leL;k,¡ Hkh dgrs gSaAa
bu leL;kvksa dks gy djus osQ fy, vFkZ'kkfL=k;ksa }kjk tks rduhosaQ viukbZ tkrh gSa mUgsa js[kh; izksxzkfeax dgrs
gSaA js[kh; vlekurkvksa osQ :i esa oqQN lajks/uksa ���
�����
� osQ jgrs gq,] b"Vre fu.kZ;ksa osQ fo'ys"k.k osQ
fy, ;g ,d xf.krh; rduhd gSA xf.krh; Hkk"kk esa ;g mu lc leL;kvksa ij ykxw gksrh gS ftuesa] oqQN pjksa
osQ :i esa O;Dr js[kh; vlekurkvksa dk O;oLFkk osQ jgrs gq,] vf/drehdj.k ���@���
����� rFkk
U;wurehdj.k ������
����� osQ gyksa dh t:jr gksrh gSA ;fn � vkSj �� nks pj �	�������
�4�� osQ iQyu
�������� gksa] rks � dk ewY; ml le; vf/dre gksxk] tc ml fcUnq ls dh xbZ fdlh Hkh xfr ls � dk
ewY; de gks tk,A � dk ewY; ml le; U;wure gksrk gS] tcfd fdlh Hkh xfr ls ��dk ewY; vf/d gks tk,A
tc fuxZr osQ vkdkj osQ lkFk izfr bdkbZ ykxr vkSj dher esa ifjorZu gks] rks leL;k js[kh; ugha gksrh vkSj ;fn
fuxZr osQ lkFk muesa ifjorZu ugha gksrk] rks leL;k js[kh; gksrh gSA bl izdkj izksxzkfeax dh ifjHkk"kk ;ksa nh tk
ldrh gS fd ;g og fof/ gS tks nh gqbZ fuxZr osQ mRiknu osQ fy, lk/uksa osQ b"Vre la;ksx ;k fn, gq, IykaV
vkSj midj.k ls mRiknu dh tkrh gSA oLrq osQ b"Vre la;ksx dk fu.kZ; djrh gSA ,d oLrq osQ mRiknu esa
rduhdh fofo/rk dk fu.kZ; djus osQ fy, Hkh bldk iz;ksx gksrk gSA

27-2 'krs± ,oa lkekU;hdj.k ����������
�����'�������
������

js[kh; izksxzkfeax rduhd dk iz;ksx oqQN 'krks± vkSj lkekU;hdj.k ij fuHkZj djrk gSA

izFke] ,d fuf'pr mís'; gksrk gSA ;g mís'; ykHk ;k vk; dks vf/dre cukuk ;k ykxrksa dks U;wure djuk
gks ldrk gSA bls mís'; iQyu ��������	��������� ;k dlkSVh iQyu ���������������� dgrs gSaA
;fn ,d ek=kk vf/dre curh gS rks mldh ½.kkRed ek=kk U;wure cu tkrh gSA izR;sd vf/drehdj.k leL;k
dk }S/ ������ U;wurehdj.k dh leL;k gksrh gSA ewy leL;k izeq[k �������� leL;k gS] ftldh ges'kk ,d
}S/ gksrh gSA ;fn izeq[k leL;k dk laca/ vf/drehdj.k ls gks] rks }S/ dk U;wurehdj.k ls gksxk vkSj foykse'k%
HkhA

nwljs] mís'; dks iwjk djus osQ fy, oSdfYid mRiknu izfØ;k,¡ ������

�
� gksuh pkfg,A izfØ;k ;k lfØ;rk
�����	�� � dk fopkj js[kh; izksxzkfeax esa vR;Ur egÙoiw.kZ gSA izfØ;k ¶fdlh vkfFkZd dke dks djus dh
fof'k"V fof/ gSA¸ ;g ¶fdlh izdkj dh HkkSfrdh fØ;k gksrh gS] tSls fdlh oLrq dk miHkksx djuk] fdlh dk
laxzg djuk] fdlh dk Ø; djuk] fdl oLrq dks isaQd nsuk vkSj ,d fo'ks"k <ax ls fdlh oLrq dk mRiknu
djukA¸

uksV~l js[kh; izksxzkfeax rduhd fu.kZ; djus okyh ,tsUlh dh bl ckr esa lgk;rk djrh gS fd og

mís'; dks iwjk djus osQ fy, lcls vf/d n{k rFkk ferO;;h izfØ;k pqu losaQA

rhljs] leL;k osQ oqQN lajks/u ���
�����
� ;k vojks/d ���
�����
� Hkh t:j gksrs gSaA os leL;k dh
fLFkfr;ksa ls lacaf/r lhek,¡ ;k ck/k,¡ gksrh gSa tks ;g crkrh gSa fd D;k&D;k ugha fd;k tk ldrk vkSj D;k&D;k
djuk vko';d gSA bUgsa vlekurk,¡ ���A�������
� Hkh dgrs gaSA mRiknu esa izk;% os Hkwfe] Je vkSj iw¡th dh
nh gqbZ ek=kk,¡ gksrh gSa] ftudk ,d fuf'pr mís'; dks iwjk djus osQ fy, n{kre izfØ;k esa iz;ksx gksrk gSA
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pkSFks] ̂ pquko pj* ��,�����	�������
� Hkh gksrs gSaA ;s os laLFkk,¡ gSa ftudk pquko fd;k tkrk gS] rkfd mís';
iQyu dks vf/dre ;k U;wure cuk;k tk losQ vkSj lc vojks/ksa dks larq"V fd;k tk losQA

vfUre] laHkkO; ����
����� vkSj b"Vre ��������� gy gksrs gSaA miHkksDrk dh vk; vkSj oLrqvksa dh dhersa
nh gqbZ gksus ij] oLrqvksa osQ lc laHko la;ksx] ftUgsa ;g laHkkO;rk ls [kjhn ldrk gS] laHkkO; gy gksrs gSaA
miHkksDrk osQ fy,] nks oLrqvksa osQ laHkkO; gy os lc la;ksx gksrs gSa] tks ctV js[kk ij ;k mlls ck,¡ dks fLFkr
gksa tcfd leykxr js[kk ��
���
������ ij os ;k rks ml ij ;k mlosQ nk,¡ dks fLFkr gksrs gSaA

nwljs 'kCnksa esa ge dg ldrs gSa fd laHkkO; gy og gS] tks lc vojks/ksa dks larq"V djsA lc laHkkO; gyksa esa
ls Js"Bre gy b"Vre gy ���������
������� gksrk gSA ;fn ,d laHkkO; gy mís'; iQyu dks vf/dre
;k U;wure cukrk gS rks og b"Vre gy gksrk gSA lc laHko laHkkO; gyksa esa ls b"Vre gy <w¡<+us dk Js"Bre
miyC/ rjhdk flEiySDl fof/ �
�����@����,��� gSA flEiySDl fof/ uke ls izfl¼ ;g rjhdk vR;Ur
xf.krh; vkSj rduhdh gSA tks js[kh; izksxzkfeax dk izeq[k y{; b"Vre gyksa dks <w¡<+uk vkSj mudh fo'ks"krkvksa dk
vè;;u djuk gSA

VkLd js[kh; izksxzkfeax D;k gS\

27-3 iQeZ osQ fl¼kar ij mi;ksx �����������������%��(%���������%��$����

iQeZ dk uoDykfldh fl¼kar rd le; esa ,d ;k nks pjksa dks ysdj fu.kZ;dj.k dh leL;k dk fo'ys"k.k djrk
gSA bldk laca/ ,d le; esa ,d mRiknu izfØ;k ls gksrk gSA js[kh; izksxzkfeax esa mRiknu iQyu vkfFkZd fl¼kar
osQ bu lhfer {ks=kksa osQ ijs pyk tkrk gSA ;g mRiknu izfØ;k esa tks fofHkUu {kerk lhek,¡ vkSj ck/k,¡ mRiUu
gksrh gSa mu ij fopkj djrk gSA ;g ykxrksa dk U;wurehdj.k vFkok ykHkksa dk vf/drehdj.k djus osQ fy,
fofHkUu tfVy mRikndh; izfØ;kvksa osQ chp pquko djrk gSA

ekU;rk,¡ ��

������
�% iQeZ dk js[kh; izksxzkfeax fo'ys"k.k fuEufyf[kr ekU;rkvksa ij vk/kfjr gS%

��� fu.kZ; djus okyh laLFkk dks oqQN lajks/uksa ���
�����
� ;k lk/u ck/kvksa ���
�������
� dk
lkeuk djuk iM+rk gSA gks ldrk gS fd os m/kj] dPpk eky ;k mlosQ dk;Zdykiksa ij LFkku lajks/u �
����
��
�����
� gksaA lajks/uksa dk izdkj okLro esa leL;k dh izÑfr ij fuHkZj djrk gSA vf/dka'k :i ls os
mRiknu izfØ;k osQ fLFkj lk/u gksrs gSaA

���� ;g oSdfYid mRiknu izfØ;kvksa dh la[;k lhfer ekudj pyrk gSA

����� bldh ,d ekU;rk ;g gS fd fHkUu&fHkUu pjksa esa js[kh; laca/ gksrs gSa ftldk eryc gS fd ,d
izfØ;k osQ varxZr vkxr&fuxZr osQ chp fLFkj vkuqikfrdrk gksrh gSA

���� vkxr&fuxZr dhersa vkSj xq.kkad fn, gq, rFkk fLFkj gksrs gSaA os fuf'pr :i ls Kkr gksrs gSaA

��� ;ksx'khyrk �������	�� � dh /kj.kk Hkh js[kh; izksxzkfeax osQ ewy esa fLFkj jgrh gS ftldk eryc
gS fd lc iQeks± }kjk iz;ksx fd, x, oqQy lk/u izR;sd O;fDrxr iQeZ }kjk iz;ksx fd, x, lk/uksa osQ tksM+ osQ
cjkcj gksrs gSaA

���� js[kh; izksxzkfeax rduhosaQ oLrqvksa vkSj lk/uksa esa fujUrjrk vkSj foHkkT;rk dks Hkh ekurh gSaA

����� laLFkkfud lk/u Hkh fLFkj eku fy, tkrs gSaA
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������ izksxzkfeax osQ fy, ,d fuf'pr vof/ eku yh tkrh gSA lqfo/k vkSj vf/d lgh ifj.kkeksa osQ fy,
vof/ lkekU; :i ls NksVh gksrh gS gkyk¡fd vis{kkÑr yach vof/ dh laHkkouk dks lekIr ugha dj fn;k tkrkA

;s ekU;rk,¡ nh gksus ij iQeZ osQ fl¼kar ij js[kh; izksxzkfeax dk mi;ksx fuEufyf[kr rhu leL;kvksa osQ gy osQ
fy, fd;k tkrk gSA

(1) mRiknu dk vf/drehdj.k ������������	��	�������

ge eku ysrs gSa fd ,d iQeZ � vkSj � vkxrksa osQ iz;ksx ls ,d oLrq � dk mRiknu djus osQ fy, cukbZ tkrh
gSA bldk mís'; gS fd mRiknu dks vf/dre cuk,A blosQ ikl nks oSdfYid mRiknu izfØ;k,¡ ��(iw¡th&xgu)
vkSj � (Je&xgu) gSaA vojks/] ykxr&O;; �� js[kk gSA tSlk fd fp=k 27-1 esa fn[kk;k x;k gSA js[kh;
izksxzkfeax rduhd ls lacaf/r (mQij crkbZ xbZ) 'ks"k lHkh ekU;rk,¡ ykxw gksrh gSaA fp=k 27-1 dh Hkk"kk esa leL;k
dh O;k[;k dh tk jgh gSA

dher (lk/u) � dh bdkb;k¡ izfr vof/ vuqyac v{k
ij ekih xbZ gSa vkSj vkxr � dh bdkb;k¡ izfr vof/
lekukarj v{k ij fn[kkbZ xbZ gSaA ;fn izfØ;k � dks �
vkxr dh izfr bdkbZ osQ lkFk � dh 2 bdkb;ksa dh
t:jr gS rks og oLrq � dh 50 bdkb;ksa dk mRiknu
djsxhA vkSj � vkSj � vk;rksa dks nqxquk djosQ � dh
bdkb;k¡ vkSj � dh 4 bdkb;k¡ dj nh tk, rks fuxZr Hkh
nqxuh gksdj � dh 100 bdkb;k¡ gks tk,¡xhA � vkSj �
}kjk izdV fd, x, � vkSj � osQ ;s la;ksx iw¡th&xgu
izfØ;k js[kk �� ij mRiknu iSekuk LFkkfir djrs gSaA
nwljh vksj] oLrq � dh ewY; gh bdkb;k¡ (50) izfØ;k
� }kjk � vkSj � dh ,d bdkbZ osQ la;ksx ls mRiknu
dh tk ldrh gS vkSj � dh 100 bdkb;k¡ � vkSj � dks
nqxuk djosQ � dh 2 vkSj � dh 6 bdkb;ksa ls mRikfnr
dh tk ldrh gSA ;s mRiknu iSekus Je&xgu dh izfØ;k js[kk �� ij LFkkfir gksrs gSa ftUgsa dherksa osQ � vkSj
� la;ksx izdV djrs gSaA ;fn 50 bdkbZ Lrj ij �� vkSj �� js[kh; fdj.kksa ��������� 
� ij � vkSj �
fcUnqvksa dks feyk fn;k tk, rks os leek=kk oØ ��
�A���� cukrs gSa (ftls fcUnqfdr fn[kk;k x;k gSA)
100&bdkbZ mRiknu Lrj osQ vuq:i leek=kk esa ������ gSA ykxr&O;; vojks/ dks leykxr oØ �� izdV
djrk gS vkSj iQeZ dh mRiknu {kerk dh ,d lhek fuf'pr dj nsrk gSA f=kHkqt ��� }kjk izdV fd, {ks=k osQ
Hkhrj iQeZ nksuksa miyC/ � vkSj � rduhdksa esa ls fdlh Hkh ,d osQ }kjk mRiknu dj ldrh gSA bl ¶laHkkO;
gyksa osQ {ks=k¸ osQ ckgj iQeZ mRiknu ugha dj losQxhA iQeZ osQ mRiknu dks vf/dre cukus okyk ¶b"Vre gy¸
ml fcUnq ij gksxk] tgk¡ vf/dre mRiknu osQ leek=kk oØ dks leykxr oØ Li'kZ djrk gSA fp=k esa leykxr
oØ �� izfØ;k fdj.k ������

��� ���� osQ fcUnq � ij leek=kk ����� dks Li'kZ djrk gSA blls izdV
gksrk gS fd iQeZ vkxr � dh 4 bdkb;ksa vkSj vkxr � dh 2 bdkb;ksa dk iz;ksx djosQ iw¡th&xgu rduhd dk
iz;ksx djsxh vkSj � oLrq dh 100 bdkb;ksa dk mRiknu djsxhA

(2) vkxe dk vf/drehdj.k ������������	��	��������

nwljh iQeZ dks yhft, ftldk mís'; iQyu lhfer {kerkvksa osQ oqQN lajks/uksa osQ jgrs gq,] mlosQ vkxe dks
vf/dre cukuk gSA eku yhft, ifj;kstuk � rFkk �] nks oLrqvksa dk mRiknu djrh gSA blosQ pkj foHkkx gSa
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ftuesa izR;sd dh {kerk fLFkj gSA eku yhft, fd bu pkjksa
foHkkxksa dk laca/ oLrq osQ fuekZ.k] laxzg] ikfyf'kax vkSj
iSfdax ls gS ftUgsa ge 
��������� uke nsrs gSaA leL;k dks
fp=k 27-2 esa fn[kk;k x;k gSA


��������� lajks/uksa osQ jgrs gq, � vkSj � dk mRiknu
gksrk gSA lajks/u 
 oLrq � osQ mRiknu dks �
 rd
lhfer dj nsrk gSA lajks/u � oLrq � osQ mRiknu dks ��
rd lhfer djrk gSA lajks/u � nksuksa oLrqvksa] � vkSj ��
osQ mRiknu dks Øe'k% ��� rFkk �� rd] tcfd lajks/
u � mu nksuksa osQ mRiknu dks ��� vkSj �� rd lhfer djrk gSA �
 �!� {ks=k � vkSj � osQ mu lc
la;ksxksa dks O;Dr djrk gS ftudk] fdlh Hkh lajks/u dk vfrØe.k �	�������� fd, fcuk] mRiknu fd;k tk
ldrk gSA ;g laHkkO; mRiknu ����
��������������� dk {ks=k gS ftlosQ vUnj � vkSj � dk mRiknu gks
ldrk gS ijUrq bl {ks=k osQ ckgj fdlh Hkh fcUnq ij fdlh la;ksx osQ mRiknu dh dksbZ laHkkouk ugha gSA

laHkkO;rk {ks=k osQ vanj leykHk js[kk ��
������������ ysdj b"Vre gy ���������
������� <w¡<+k tk
ldrk gSA leykHk js[kk � vkSj � osQ mu lc la;ksxksa dks izdV djrh gS] tks iQeZ osQ leku ykHk iznku djrs
gSaA b"Vre gy cgqHkqt �
 �!� osQ vUnj mPpre leykHk js[kk "� osQ fcUnq � ij fLFkr gSA � osQ
vfrfjDr dksbZ Hkh vU; fcUnq laHkkO; mRiknu osQ {ks=k ls ckgj fLFkr gksxkA

(3) ykxr dk U;wurehdj.k ������������	��	�����

vkgkj leL;k igyh vkfFkZd leL;k Fkh ftldk js[kh; izksxzkfeax }kjk gy ykxr osQ U;wurehdj.k }kjk fd;k x;k
FkkA eku yhft, fd ,d miHkksDrk ekfoZQV dherksa ij czSM rFkk eD[ku [kjhnrk gSA leL;k ;g gS fd nksuksa [kk|ksa
dh fofHkUu ek=kkvksa ls oqQy iks"kd nzO; �������
� dh izkfIr dh ykxr dks U;wure cuk;k tk,A

vkgkj leL;k dk fcUnqjs[kh; gy fp=k 27-3 esa fn;k x;k gSA czSM
���� vkSj eD[ku ���� Øe'k% nksuksa v{kksa ij ekis x, gSaA 
� js[kk
de czSM rFkk vf/d eD[ku osQ la;ksx dks] vkSj �� js[kk vf/d
cSzM rFkk de eD[ku osQ la;ksx dks izdV djrh gSA laHkkO; gy
����
�����
������� xgjh js[kk 
�� ij] ;k mlls mQij
fLFkr gSA b"Vre gy � fcUnq ij gS] tgk¡ leykxr (fcUnqfdr)
js[kk !# gS] tks 
� vkSj �� osQ vkil esa dkVus osQ fcUnq �
esa ls xqtjrh gSA ;fn czSM eg¡xh gks] rks laHkkO; gy 
 ij gks
ldrk gS vkSj ;fn eD[ku vis{kkÑr eg¡xk gks] rks � ij gks ldrk
gSA ijUrq bl leL;k esa ;g gy � ij gksxk D;ksafd ;gha ykxr dk
U;wurehdj.k gksrk gSA

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

fjDr LFkkuksa dh iwfrZ djsa �+�������,�����B
�µ

�� js[kh; izksxzkfeax dk fodkl --------- esa gqvkA

�� js[kh; izksxzkfeax osQ tud --------- FkkA

A D1 F C1

D
E
C
B B1

A1

R
S

T

O

Quantity of X

Q
u

a
n

ti
ty

o
f

Y

fp=k 27-2

A

R

C Z

O

Quantity of Bread

Q
u

a
n

ti
ty

o
f

B
u

tt
e
r

B K D

X2

X1

fp=k 27-3



uksV

VED1

E\L-LOVELY-H\math27-1 IInd 21-10-11 IIIrd 24-1-12 IVth 21-4-12 Vth 20-8-12 VIth 10-9-12

������	
���������	��������� ���

bdkbZ���� js[kh; izksxzkfeax

#� vf/drehdj.k rFkk U;wurehdj.k dh leL;kvksa dks --------- dh leL;k,¡ Hkh dgrs gSaA

%� laHkkO;rk {ks=k osQ vanj -------- js[kk ysdj b"Vre gy <w¡<+k tk ldrk gSA

(� vkgkj leL;k igyh vkfFkZd leL;k Fkh ftldk -------- izksxzzkfeax  }kjk gy ykxr osQ U;wurehdj.k }kjk
fd;k x;k FkkA

27-4 js[kh; izksxzkfeax dh lhek,¡	�)���������
����)���������&������&�

js[kh; izksxzkfeax vFkZ'kkL=k esa cgqr gh ykHknk;d lk/u fl¼ gqvk gSA ijUrq bldh viuh lhek,¡ gSaA okLro esa]
vusd lajks/uksa osQ dkj.k okLrfod leL;k,¡ js[kh; izksxzkfeax rduhd }kjk gy ugha dh tk ldrhaA izFke] ,d
fof'k"V mís'; iQyu dks ifjHkkf"kr djuk ljy ugha gSA nwljs] ;fn ,d fo'ks"k mís'; iQyu fu/kZfjr dj Hkh
fn;k tk, rks fn, gq, mís'; dh n`f"V osQ ekxZ esa izpfyr fofHkUu lkekftd] laLFkkfud foÙkh; vkSj vU; lajks/uksa
dks tkuuk dksbZ vklku dke ugha gSA rhljs] ,d fof'k"V mís'; vkSj lajks/uksa dk lSV fn, gksus ij] ;g vko';d
gS fd lajks/u js[kh; vlekurkvksa osQ :i esa izR;{kr% O;Dr u fd, tk losaQA pkSFks] ;fn of.kZr leL;k,¡ ikj
djus ;ksX; Hkh gksa rks ,d eq[; leL;k fofHkUu fLFkj xq.kkadksa osQ lac¼ esa vkx.ku dh gS tks ,d js[kh; izksxzkfeax
leL;k tSls dhersa vkfn esa izos'k djrh gSA bl rduhd dh eq[; deh ;g gS fd ;g vkxrksa vkSj fuxZrksa esa
js[kh; laca/ dh LFkkiuk ij vk/kfjr gS ftldk vfHkizk; ;g gS fd fofHkUu vkxrksa vkSj fuxZrksa esa ;ksx] xq.ku
vkSj foHkkT;rk osQ laca/ ik, tkrs gSaA ijUrq ;s laca/ izR;sd js[kh; izksxzkfeax leL;k ij ugha gksrs D;ksafd cgqr&lh
leL;kvksa esa vjs[kh; ��������� laca/ ik, tkrs gSaA NBs] rduhd oLrq rFkk lk/u cktkjksa esa iw.kZ
izfr;ksfxrk dh ekU;rk ij vk/kfjr gSA ijUrq esa iw.kZ izfr;ksfxrk dh voLFkk ugha ikbZ tkrhA lkrosa] js[kh;
izksxzkfeax vFkZO;oLFkk esa izfriQyksa dh ekU;rk ysdj pyrh gS] ij okLro esa ;k rks izfriQy ?kVrs gq, ;k c<+rs
gq, gksrs gSaA vfUre] ;g ,d vR;Ur xf.krh; vkSj tfVy rduhd gSA js[kh; izksxzfeax osQ lkFk leL;k dk gy
,d Li"V fufnZ"V pj osQ vf/drehdj.k ;k U;wurehdj.k dh vis{kk djrk gSA ,d js[kh; izksxzkfeax leL;k dk
gy flEiysDl fof/ �
�����@����,��� tSls tfVy rjhdksa ls Hkh izkIr fd;k tkrk gS] ftuesa cgqr ls
xf.krh; ifjx.ku djus iM+rs gSaA blosQ fy, fo'ks"k lax.ku&rduhd������������������,�A��� tSls
fo|qr lax.kd ������������������� ;k MsLd x.kd ���
B������������ dh t:jr gksrh gSA ,sls lax.kd
osQoy eg¡xs gh ugha gksrs cfYd mUgsa pykus osQ fy, fo'ks"kKksa dh Hkh vko';drk iM+rh gSA

D;k vki tkurs gSa js[kh; izksxzkfeax ekWMy vf/drj ^ijh{k.k vkSj pwd* gy ���������������

������
� izLrqr djrs gSaA fofHkUu vkfFkZd leL;kvksa dk okLro esa b"Vre gy
<w¡<+uk dfBu gksrk gSA

27-5 lkjka'k ���������

• js[kh; izksxzkfeax ,d xf.krh; fof/ gS ftldk xf.krK tktZ MSuftx �<���-��9��?�-� us] lsukvksa
dks iwfrZ igq¡pkus dh leL;k ls lEcfU/r vejhdk dh ok;q lsuk osQ fofHkUu dk;Z&dykiksa dh ;kstuk
cukus osQ fy,] 1947 esa fodflr fd;k FkkA iQeZ osQ vkfFkZd fl¼kar] izca/kRed vFkZ'kkL=k] vUr%izknsf'kd
O;kikj] lkekU; larqyu fo'ys"k.k] dY;k.k vFkZ'kkL=k vkSj fodkl vk;kstu esa iz;ksx osQ fy, Hkh bldk
fodkl gqvk gSA

• vf/drehdj.k rFkk U;wurehdj.k dh leL;kvksa dks b"Vrehdj.k �������
����� dh leL;k,¡ Hkh
dgrs gSaa bu leL;kvksa dks gy djus osQ fy, vFkZ'kkfL=k;ksa }kjk tks rduhosaQ viukbZ tkrh gSa mUgsa js[kh;
izksxzkfeax dgrs gSaA
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vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

27-6 'kCndks'k � ��!���
�

• b"V �������
��% okf×NrA

• izeq[k ��������% eq[;A

27-7 vH;kl&iz'u �"�	��!�#��
����
�

1- js[kh; izksxzkfeax D;k gS\ blosQ 'krks± dk o.kZu djsaA

2- iQeZ dk js[kh; izksxzkfeax fo'ys"k.k fdu ekU;rkvksa ij vk/kfjr gS\

3- mRiknu dk vf/drehdj.k dh O;k[;k djsaA

mÙkj% Lo&ewY;kadu ��
����������������	�
��

1- 1947 �� tktZ MSuftx #� b"Vrehdj.k %� leykHk

(� js[kh;

27-8 lanHkZ iqLrosaQ �$���%���"�����&
�

iqLrdsa 1- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ ekydkWe] fudksyl] ;w-lh- yUnuA

2- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkyZ ih- fleksu] ykWjsUl CyweA

3- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkmQfUly iQkWj bdksukWfed ,tqosQ'kuA

4- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ fleksu vkSj Cywe µ ohok ifCyosQ'kuA

5- ,lsfU'k;y eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ uWV lsMsLVj] ihVj gkeUM] izSfUVl gkWy ifCy-

6- xf.krh; vFkZ'kkL=k µ ekbdy gSjhlu] iSfVªd okYMjuA

7- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl ,.M iQkbukUl µ ekfVZu ukeZuA

8- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ ;kekus µ izSfUVl gkWy bfUM;kA

9- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ esgrk vkSj enukuh µ lqYrku pUn ,.M lUlA
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������	
���������	��������� ���

bdkbZ���� js[kh; izksxzkfeax dh jpuk

bdkbZµ��% js[kh; izksxzkfeax dh jpuk

� ���������
�!
�����
�����������

vuqØef.kdk ����������

mís'; ��������	�
�

izLrkouk ������������

�>�� js[kh; izksxzkfeax jpuk �.��������-�����-�+����������

�>�� lkjka'k �$����� �

�>�# 'kCndks'k �&� '���
�

�>�% vH;kl&iz'u �)�	��'�*��
���
�

�>�( lanHkZ iqLrosaQ �+���,���)����-
�

mís'; ��������	�
�

bl bdkbZ osQ vè;;u osQ i'pkr~ fo|kFkhZ ;ksX; gksaxsµ

• js[kh; izksxzkfeax dh jpuk dks tkuus esaA

izLrkouk��������������

vf/drehdj.k vkSj U;wurehdj.k dh leL;kvksa dks gy djus osQ fy, vFkZ'kkL=kh tks rduhd viukrs gSa mls
js[kh; izksxzkfeax dgrs gSaA ;g ,d xf.krh; fof/ gSA bldk fodkl ,d xf.krK tkWtZ Msuftax us 1947 esa
fd;k gSA

fuckZ/ fn;s gksus ij] fdlh leL;k dk vf/dre ,oa U;wure ewY; Kkr djus dh rduhd dks js[kh; izksxzkfeax
dgrs gSaA ;gk¡ ij ,d mís'; iQyr gksrk gS tcfd nwljk fuckZ/ �!������� nh gqbZ gksrh gSA

28-1 js[kh; izksxzkfeax jpuk �)���������&������&�$�����������

js[kh; izksxzkfeax �+���������� osQ pj.kksa dks mnkgj.k osQ }kjk le>k tk ldrk gSA

tSlk fd ge tkurs gSa fd .����.��������-�����-��������� osQ rhu ikVZ gksrs gSaA

• mís'; iQyu ��������	��������� % ftls ge vf/dre ;k U;wure djrs gSaA

• lajpukRed fuckZ/ �$������������
����
�

• xSj&½.kkRed fuckZ/ �C��C�-���	�� ���
�����
�

mnkgj.kkFkZ ekuk nks oLrq ������ gS ftudh dher � 2 vkSj � 5 gS rks] mís'; iQyu
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vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

"�@�D�$�/ ���0�(� ���

rFkk lajpukRed fuckZ/ %

��0�%��≤��%
#��0���≤��� �2�

��0���≤�:

,oa xSj&½.kkRed fuckZ/ %

��≥�6 �!�

vkSj ��≥�6

mijksDr leL;k esa lehdj.k � mís'; iQyu dks iznf'kZr djrh gS ftldk mís'; leL;k dks vf/dre ,oa
U;wure djus dk gksrk gSA tcfd lehdj.k 2 ;g iznf'kZr djrh gS fd mRiknu osQ fofHkUu lk/uksa osQ la;ksxksa
ls � ,oa � dk fdruk mRiknu lEHko gks ldrk gSA vFkkZr~ ;s mRiknu osQ lk/uksa osQ fuckZ/ dks iznf'kZr djrs
gSa rFkk lehdj.k ! xSj&½.kkRed fuckZ/ dks iznf'kZr djrk gSA mijksDr izfØ;k +�������������.����

���-�����- dgykrh gSA

mnkgj.k % uhps dh rkfydk dks js[kh;&izksxzkfeax dh :i esa ifjorZu dhft,A

foVkfeu (izdkj) izfr �% [kk| inkFkZ esa foVkfeu U;wure nSfud

� �� foVkfeu vko';drk

�� �� � ��

�� � � ��

�� � � ��

[kk| inkFkZ dh izfr �� dher �	�
�� �	�
��

gy % "��$�/ 6������0��

���/ 6������0���

fuckZ/ �6���0�%���≥��6

(���0�(���≥��6
����0�����≥���

rFkk ���≥�6

���≥�6

xSj&½.kkRed fuckZ/

28-2 lkjka'k ���������

• vf/drehdj.k vkSj U;wurehdj.k dh leL;kvksa dks gy djus osQ fy, vFkZ'kkL=kh tks rduhd viukrs
gSa mls js[kh; izksxzkfeax dgrs gSaA ;g ,d xf.krh; fof/ gSA bldk fodkl ,d xf.krK tkWtZ Msuftax
us 1947 esa fd;k gSA
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������	
���������	��������� ���

bdkbZ���� js[kh; izksxzkfeax dh jpuk

28-3 'kCndks'k � ��!���
�

1- js[kh; izksxzkfeaxµ vf/dre vkSj U;wure ls tqM+h leL;k gy djus dh vFkZ'kkL=kh; fof/A

28-4 vH;kl&iz'u �"�	��!�#��
����
�

uhps nh xbZ rkfydk dks js[kh;&izksxzkfeax esa cnfy,A

oSQfY'k;e (izdkj) izfr �� [kk| inkFkZ esa oSQfY'k;e nSfud oSQfY'k;e vko';drk (U;wure)
� ��

�� �� � ��

�� �� � ��

�� � � ��

dher izfr �� �	�
�� �	�
��

28-5 lanHkZ iqLrosaQ �$���%���"�����&
�

iqLrdsa 1- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkmQfUly iQkWj bdksukWfed ,tqosQ'kuA

2- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkyZ ih- fleksu] ykWjsUl CyweA

3- xf.krh; vFkZ'kkL=k µ ekbdy gSjhlu] iSfVªd okYMjuA

4- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ ekydkWe] fudksyl] ;w-lh- yUnuA

5- ,lsfU'k;y eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ uWV lsMsLVj] ihVj gkeUM] izSfUVl gkWy ifCy-

6- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl ,.M iQkbukUl µ ekfVZu ukeZuA

7- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ fleksu vkSj Cywe µ ohok ifCyosQ'kuA

8- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ ;kekus µ izSfUVl gkWy bfUM;kA

9- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ esgrk vkSj enukuh µ lqYrku pUn ,.M lUlA
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vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

bdkbZµ�� % js[kkfp=k fof/
�"���#��
���#�	�

vuqØef.kdk ����������

mís'; ��������	�
�

izLrkouk ������������

�:�� leL;k dk js[kkfp=k gy �=,��<���,���$�����������,����������

�:�� vkxe dk U;wurehdj.k % vkgkj leL;k dk gy �"����
����������
��D�$���������
�,���������������

�:�# lkjka'k �$����� �

�:�% 'kCndks'k �&� '���
�

�:�( vH;kl&iz'u �)�	��'�*��
���
�

�:�� lanHkZ iqLrosaQ �+���,���)����-
�

mís'; ��������	�
�

bl bdkbZ osQ vè;;u osQ i'pkr~ fo|kFkhZ ;ksX; gksaxsµ

• vFkZ'kkL=kh; leL;k osQ js[kkfp=k gy dks tkusaxs_

• vkxe osQ U;wurehdj.k dks le>saxsA

izLrkouk��������������

,d iQeZ yhft, tks nh gqbZ dherksa 12 � rFkk 15� ij Øe'k% nks oLrqvksa � ,oa � dks izfr bdkbZ mRikfnr
djrh gSA oLrq � mRikfnr djus osQ fy,] iQeZ dks 
 vkxr dh 12 bdkb;k¡] � vkxr dh 6 bdkb;k¡ rFkk �
vkxr dh 14 bdkb;k¡ pkfg,A oLrq � osQ fy, 
 vkxr dh 4 bdkb;k¡] � vkxr dh 12 bdkb;k¡ rFkk � vkxr
dh 12 bdkb;k¡ pkfg,A oqQy miyC/ 
 dh 48 bdkb;k¡ gSa] ! dh 72 bdkb;k¡ rFkk � dh 84 bdkb;k¡ gSaA
bl js[kh; izksxzkfeax leL;k osQ vkxr&fuxZr vkadM+ksa dks vkxs rkfydk 29-1 esa fn[kk;k x;k gSA
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������	
���������	��������� ���

bdkbZ���� js[kkfp=k fof/

rkfydk 29-1 % vkxr&fuxZr vkadM+s

vkxr oLrq dh bdkbZ mRikfnr djus osQ oqQy izkI; ykxrksa

fy, vkxrksa dh la[;k dh bdkb;k¡

� oLrq � oLrq

� �� � ��

� � �� �

� �� �� ��

dher izfr bdkbZ #- 12 #- 15 �

izR;sd js[kh; izksxzkfeax leL;k osQ rhu Hkkx gksrs gSaA mQij fy[kh leL;k osQ os bl izdkj gSaA

��� mís'; iQyu ��������	��+������% mís'; iQyu ;g crkrk gS fd ;fn nks oLrq,¡ � vkSj � izfr bdkbZ
#- 12 rFkk #- 15 vkxe ykrh gSa rks bu oLrqvksa dh fdruh ek=kk,¡ mRikfnr dh tk,¡ fd iQeZ vf/dre vkxe
;k vk; vftZr dj losQA bls bl izdkj fy[kk tk ldrk gSµ

"�@���
��!�/ �����0��(�

���� lajks/u �=,��!�
�����
�% mQij dh rkfydk dks vc lehdj.kksa osQ :i esa ifjofrZr fd;k tk ldrk
gS tks lajks/uksa dks O;Dr djrs gSa ftuosQ varxZr iQeZ dk;Z djrh gSA ;s lajpukRed lajks/u �
���������
��
�����
� dgykrs gSaA

igys ge vkxr 
 dks ysrs gSaA vkxr 
 dh vf/dre miyC/ ek=kk %> bdkbZ gSA ijUrq nksuksa oLrqvksa � ,oa
� dh ek=kk,¡ 48 bdkb;ksa ls vf/d ugha gks ldrh gSaA xf.krh; :i esa] D;ksafd ����0�%� bdkbZ %> ls vf/d
ugha gks ldrh] blfy, vkxr 
 dk lajks/u gksxk % 12 ��0�%��≤�%>A blh izdkj osQ roZQ }kjk  � ,oa �
vkxrksa osQ lajks/uksa dh vlekurkvksa dks fy[kk tk ldrk gSA vr% gekjh leL;k osQ rhu lajpukRed lajks/u gSaµ

������0�%��≤�%> ������

�����0�����≤�;� ������

�%��0�����≤�>% ����#�

����� v½.kkRed lajks/u �C���-���	��!�
�����
�% js[kh; izksxzkfeax leL;k esa v½.kkRed lajks/u

Hkh gksrs gSa tks bl ekU;rk ij fuHkZj gSa fd leL;k osQ gy esa dksbZ pjksa osQ ½.kkRed ewY; ugha gks ldrs gSaA

bldk vfHkizk; gS fd � vkSj � oLrqvksa dk mRiknu 'kwU; ;k /ukRed gks ldrk gS ijUrq ;g ½.kkRed ugha

gks ldrkA vr% gekjh leL;k osQ v½.kkRed lajks/u gSa% ��≥ 6 rFkk ��≥�6�

29-1 leL;k dk js[kkfp=k gy �(%��'���%����������������%����������

js[kkfp=k gy osQ fy, ge Åij of.kZr leL;k dks iqu% fy[krs gSa%

"�@���
� !�/ ����0��(�

$������������� ����0�%��≤�%> ������

���0�����≤�;� ������

�%��0�����≤�>% ����#�
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vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

���� ��≥�64���≥�6
izR;sd vlekurk dks js[kkfp=k }kjk O;Dr djus osQ fy,] ge rhuksa lehdj.kksa osQ vlekurk fpÉ��≤��dks NksM+dj
cjkcj �/� osQ fpÉ ysrs gSaaA vr% lehdj.k (1) dks ;w¡ fy[krs gSa%

����0�%��/ %>�

;g ekudj fd oLrq ��osQoy vkxr 
�dh lHkh 48 bdkb;ksa }kjk mRikfnr dh tkrh gS rFkk oLrq ��fcYoqQy
ugha rks%

����0�6�/ %>������,����@�����
;k ��/ %��tc ��/�6�
blh izdkj ;g eku dj fd lHkh 48 bdkb;ksa ls
osQoy ��oLrq gh mRikfnr dh tkrh gS rks%

6�0�%��/ %>

;k ��/ ����tc ��/�6�

lehdj.k ����0�%��/�%>�dks fp=k �:���esa 
�
js[kk }kjk O;Dr fd;k x;k gS tgk¡ �
�/���rFkk ��
/�%���js[kk 
��ij dksbZ Hkh fcUnq tSls  �lehdj.k
����0�%��/�%>�dks larq"V djrk gS D;ksafd bl js[kk

��osQ uhps rFkk ckb± vksj dk {ks=k vlekurk ���
0�%��≤�%>�dks larq"V djrk gSA

blh izdkj lehdj.k ���0�����/�;��dks gy djus
ij% ��/����rFkk ��/���izkIr gksrs gSa ftUgsa fp=k �;�%�esa ���js[kk }kjk vafdr fd;k x;k tgk¡ ���/���
rFkk ���/�����vkSj lehdj.k �%��0�����/�>%�dks gy djus ij gesa izkIr gksrk gS] ��/���rFkk ��/�;
ftUgsa fp=k �;�%�esa "��js[kk }kjk fn[kk;k x;k gS tgk¡ �"�/�;��rFkk ���/����

laHkkO; {ks=k �+��
�����)�-���5�fp=k �:�� ;g fn[kkrk gS fd Nk;kafdr �
,������{ks=k esa lHkh fcUnq tks
,d&nwljs dks dkVrh gqb± rhuksa js[kkvksa }kjk f?kjs gq, gSa izR;sd rhuksa vlekurkvksa dks larq"V djsaxsA fcUnq ��ij
"��js[kk ���js[kk dks dkVrh gS rFkk fcUnq  �ij ���js[kk 
��dks dkVrh gSA bl izdkj �� ���{ks=k tks
rhuksa js[kkvksa osQ ,d&nwljs dks dkVus okys ��,oa  �fcUnqvksa osQ ckb± vksj uhps fLFkr gS] rhuksa lehdj.kksa dh
vlekurkvksa dks larq"V djrk gSA ;g Nk;kafdr �
,������{ks=k mRiknu dk laHkkO; {ks=k dgykrk gS rFkk izR;sd
fcUnq tks bl {ks=k osQ vUnj ;k bldh lhek ij gksrk gS leL;k dk laHkkO; gy O;Dr djrk gSA
b"Vre gy ���������$�������5�fofHkUu fcUnq ��� �������tks laHkkO; gy dks O;Dr djrs gSa] buesa ls
dkSu&lk b"Vre fcUnq gS tks iQeZ osQ vkxe dks vf/dre djsxk\ bl fcUnq dks cht xf.kr }kjk oSQls tkuk tk
ldrk gS\
ge lehdj.kksa (1) ,oa (2) ls fcUnq ��rFkk ��osQ v{kkadksa ����������
��dks tkurs gSa ftuosQ vuqlkj
���/�%��rFkk ���/�����fcUnq  ��osQ v{kkadksa dks fu/kZfjr djus osQ fy, ge lehdj.kksa (1) ,oa (2) dks
;qxir lehdj.kksa osQ :i esa ysrs gSaA (D;ksafd js[kk,¡ 
��rFkk "��fcUnq  �ij dkVrh gSa) vkSj budks gy
djrs gSa%

����0�%��/ %> ������
�%��0�����/ >% ����#�

lehdj.k (1) dks 3 ls xq.kk djosQ rFkk lehdj.k (3) dks mlesa ls ?kVkdj%
#���0�����/ �%%

�%��0�����/ >%

A 12

7E

C 6

12 + 4 = 48x y

6 + 12 = 72x y14
+ 12

= 84

x

y

4 6
O B F D

12

Units of X

U
n

it
s

o
f

Y

fp=k 29-1
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bdkbZ���� js[kkfp=k fof/

��� / �6
��/ ��;#

lehdj.k (1) esa ��/���;#�osQ ewY; dks yxkdj]

���E���;#�0�%��/ %>

#��;�0�%��/�%>
%��/ %>�5�#��;�

;k %��/ �(��%

��/ #�>�

vr% fcUnq  �osQ v{kkad ��/���;#4�rFkk ��/�#�>��gSaA blh izdkj fcUnq ��osQ v{kkadksa dks lehdj.kksa (3) ,oa
(2)�	}kjk gy djus ij ��/���( rFkk ��/�(��(

��rFkk ��osQ b"Vre la;ksx <w¡<+us osQ fy, ��vkSj ��dh dherksa (Øe'k% 12 � ,oa 15 �) dks bu v{kkadksa osQ
fcUnq osQ ewY;ksa dks tks Åij fudkys x, gSa LFkkukiUu djrs gSaA fcUnq ��ij ��/�%�rFkk���/�6��budks mís'; iQyu
(�) $�/�����0��(��esa LFkkukiUu djus ls%

(� 12) (4)�0�(� 15) (0)�/�� 48 ����%�

fcUnq  �ij ��/���;#�rFkk ��/�#�>��gksus ij] blh izdkj izkIr djrs gSa

(� 12) (2-73)�0�(� 15) (3-81)�/�� 89-91 ����(�

fcUnq ��ij ��/���(�rFkk ��/�(��(�gksus ij gesa izkIr gksrk gS

 (� 12) (1-5)�0�(� 15) (5-25)�/�96-75 ������

fcUnq ��ij ��/�6�rFkk ��/���gksus ij

 (� 12) (0)�0�(� 15) (6) /�� 90 ����;�

��%��0�����/�>%

����0�����/�;�

izeq[k leL;k }S/ leL;k

���������������� �9������������

"�@���
��)�	��� !�/�����0��(� "����
��!�
� ��/�%>
�0�;���0�>%�

��������� ����0�%��≤�%> $��������� ��
�0����0��%��≥���
���0�����≤�;� %
�0�����0�����≥��(
�%��0�����≤�>% 
�≥�64���≥�64���≥�6
��≥�64���≥�6�

fo|kFkhZ bl }S/ leL;k dk gy vkgkj leL;k osQ fd, x, gy dh rjg Lo;a djsaA

29-2 vkxr dk U;wurehdj.k&vkgkj leL;k dk gy
�������
�����������
�*�������������%��$������������

vkgkj leL;k igyh vkfFkZd leL;k Fkh ftldk js[kh; izksxzkfeax }kjk gy ykxr osQ lehdj.k }kjk fd;k x;kA
eku yhft, fd ,d miHkksDrk ekfoZQV dherksa ij czSM vkSj eD[ku [kjhnrk gSA leL;k ;g gS fd nksuksa oLrqvksa dh
fofHkUu ek=kkvksa ls muosQ oqQy inkFkks± dh izkfIr dh ykxr dks U;wure cuk;k tk,A
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vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

rkfydk 29-2% vkgkj leL;k osQ vk¡dM+s

iks"kkgkj&rRo iks"kd&nzO; izfr bdkbZ U;wure vkn'kZ

czSM �� eD[ku ��

oSQyksjh (1]000) 1 2 3

izksVhu (25 xzke) 2 8 8

dher (#- izfr bdkbZ) 2 6 (\)

eku yhft, fd ���vkSj ���Øe'k% czSM vkSj eD[ku dks izdV djrs gSa ftuesa ls izR;sd esa oSQyksjh ��������
�
dh ek=kk,¡ vkSj izksVhu osQ xzke rkfydk 29-2 esa fn, gSaA czSM osQ iks"kd nzO; izfr vk/k fdyksxzke 1000 oSQyksjh
vkSj izksVhu dh 50 xzke ek=kk gS_ vkSj eD[ku osQ 2000 oSQyksjh vkSj 200 xzke izksVhu izfr vk/k fdyksxzke gSA
vkn'kZ vkgkj esa izfrfnu 3000 oSQyksjh vkSj 200 xzke izksVhu pkfg,A 500 xzke czSM dh ekfoZQV dher #- 2 vkSj
eD[ku dh izfr 500 xzke dher #- 6 gSA
leL;k ;g gS fd Åij rkfydk osQ vfUre dkye esa fn, x, U;wure iks"kkgkj&vkn'kZ osQ vuqlkj lcls Js"B
vkgkj vkSj iz'ufpÉ (\) }kjk izdV dh xbZ U;wure ykxr D;k gksaxsA
vkgkj dh oqQy ykxr
"����
�

$���������

1 2

1 2

1 2

1 2

2 6

2

2 8 8

0,

C x x

x x

x x

x x

= = 
+ ≥ 3 
+ ≥ 
≥ ≥ 0 

������

vkSj
U;wure dh tkus okyh ykxr � gS] tks nksuksa �� vkSj �� pjksa dk js[kh; iQyu �������������� gSA ik'oZ
laca/ 3 vkSj 8 vlekurk,¡ gSa tks fn, gq, vkgkj osQ izkIr fd, tkus okys U;wure iks"kkgkj vkn'kZ dks izdV djrh
gSA leL;k js[kh; gS D;ksafd js[kh; vlekurkvksa osQ jgrs gq, v½.kkRed pj ����-���	��	�������
�
U;wure cukus gSaA rhuksa esa ls fdUgha nks fLFkfr;ksa ls gy izkIr gks ldrk gSA mnkgj.k osQ fy,] ,d ik'oZ laca/
�
������������ osQ jgrs gq, ykxr � dks U;wure cuk;k tk ldrk gS% ���0�����/�# bldks gy djus ij%
���/�# rFkk ���/�#F��/���( fp=k �:�� esa bls 
� js[kk }kjk O;Dr fd;k x;k gS tgk¡ �
�/���(�� rFkk
���/�#���
nwljk ik'oZ laca/ gS% ����0�>���/�> vkSj bls
gy djus ij] ���/�% rFkk ���/���izkIr gksrs
gSaA bls fp=k �:�� esa �� js[kk }kjk [khapk x;k
gS tks bl lehdj.k dks larq"V djrk gS tgk¡ ��
/���� rFkk ���/�%���

vr% fp=k esa �� (czSM) lekukUrj v{k ij
rFkk �� (eD[ku) vuqyEc v{k ij ekis x,
gSaA 
� js[kk lehdj.k ���0�����/�#�rFkk
�� js[kk lehdj.k ����0�>���/�> dks O;Dr

1.5

1.0

A

C

O B D x1

x2

Q
u

a
n

ti
ty

o
f

B
u

tt
e
r

Quantity of Bread

Z

x x1 2+ 2 = 3

2 + 8 = 8x x1 2

3 4

(2, ½)

fp=k 29-2
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bdkbZ���� js[kkfp=k fof/

djrh gSaA laHkkO; gy eksVh js[kk 
�� ij ;k mlosQ mQij gksxkA ;g gekjh leL;k esa � fcUnq ij gksrk gS tgk¡
nksuksa js[kk,¡ 
� rFkk �� dkVrh gSaA

;g ekywe djus osQ fy, fd laHkkO; gy � ij gh gksrk gS ;k 
 vFkok � fcUnq ij] ge leL;k osQ nksuksa
lehdj.kksa dks ;qxir lehdj.kksa osQ :i esa gy djrs gSa%

���0�����/ # ������
����0�>���/ > ������

mnkgj.k % ekuk ,d mRiknu fn;s gq, fuck/ksa �!�
�����
� osQ varxZr viuk vkxe �)�	����
vf/dre djuk pkgrk gSA ekuk ,d iQeZ nks mRikn �� rFkk �� dk mRiknu djuk pkgrh gS vkSj mlosQ fy,
mlosQ ikl fuEu izdkj osQ rhu lk/u �4�� rFkk � fn;s gq, gSaµ

��/ %64���/�(64���/�%�

geus ;g Hkh eku fy;k fd �� dh ,d bdkbZ dk mRiknu djus osQ fy, mls fuEu izdkj ls izR;sd lk/u dh
vko';drk gksxhµ

��/ %4���/��64���/��

blh izdkj ls geus ;g Hkh eku fy;k fd �� dh bdkbZ dk mRiknu djus osQ fy, mls fuEu izdkj ls izR;sd
lk/u dh vko';drk gksxhµ

��/ �64���/�(4���/�;

geus ;g Hkh eku fy;k fd �� rFkk �� dh izfr bdkbZ dher Øe'k% ( #i;s rFkk ; #i;s gSA bl izdkj ls
og mRiknd fn;s gq, lk/uksa ij viuh oqQy vk; �=�����)�	���� vf/dre djuk pkgsxkA xf.krh; :i
esa] mís'; iQyuµ

"�@� !�/ (���0�;���/��

iQeZ ij izfrca/ fn;s gq, gSa rFkk iQeZ mu lk/uksa ls vf/d mi;ksx ugha djsxhµ

%���0 �6���≤ %6 ������

�6���0 (���≤ (6 �������
����0 ;���≤ %� ��������

;gk¡] ��4��� ≤ 6

iQeZ osQ bu izfrca/ksa dks fuEu izdkj ls n'kkZ;k tk ldrk gSµ

izFke izfrca/ ;g crykrk gS fd � lk/u tks fd �� rFkk �� osQ mRiknu osQ iz;ksx esa yk;k tkrk gSA og lk/u
G�H dh oqQy iwfrZ ls vf/d ugha gks ldrkA ;g lk/u iwfrZ ls de ;k cjkcj gks ldrk gS] vf/d ughaA blh
izdkj osQ vU; izfrca/ksa osQ laca/ esa gksxkA ;gk¡ ge js[kh; izk;kstu dks xzkiQ dh lgk;rk ls n'kkZ;saxsA

loZizFke ge �� rFkk �� osQ funsZ'kkad fudkysaxs] ftlosQ fy, ge fuck/ lehdj.kksa dh vlekurk,¡
���A�������
� gVk nsaxs vkSj bl izdkj gesa rhu rduhfd;ksa osQ funsZ'kkad (10] 4)] (5] 10) rFkk
(7] 6) izkIr gksaxsA ;gh rduhfd;k¡ iz;kstu leL;k dk laHkkfor gy �+��
�����$������� izdV djsaxhA fp=k
esa �&v{k ij �� mRikn rFkk �&v{k ij �� mRikn ekik x;k gSA ;gk¡ iQeZ }kjk viuk;s x;s rhu fuck/ksa osQ
funsZ'kkadksa dh lgk;rk ls xzkiQ }kjk ,d ljy js[kk osQ :i esa vafdr fd;s x;s gSaA ��µmís'; iQyu
��������	��+������ gSA

ekuk mRiknd � rFkk � fuck/ksa dks iz;ksx esa ykrk gS rks iQeZ osQ fy, �
�' {ks=k laHkkfor {ks=k
�+��
�����I��� izkIr gksxkA blh izdkj ;fn og � rFkk � fuck/ksa dk iz;ksx djrk gS rks mls {ks=k �
 #
laHkkfor {ks=k izkIr gksxkA blh izdkj ;fn iQeZ � rFkk � fuck/ksa dks iz;ksx esa ysrh gS rks {ks=k ��(' laHkkfor
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vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

{ks=k izkIr gksxkA ;fn og rhuksa fuck/ksa ��
� rFkk � dks ,d lkFk dke esa ysrk gS rks
mls {ks=k �
�' osQ cjkcj laHkkfor {ks=k
izkIr gksxkA iQeZ dk laHkkfor gy bl {ks=k
osQ varxZr gh gksxkA

;fn mRiknd {ks=k �
�' tks fd fp=k
esa Nk;kafdr {ks=k ls n'kkZ;k x;k gS] esa ��

rFkk �� mRikn dk laHkkfor gy [kkstuk
pkgsxk rks og Bhd ugha gksxk D;ksafd mls
izR;sd rduhdh dk vf/dre mi;ksx
djuk pkfg,A vr% laHkkfor gy �+���

�����$������� {ks=k �
�' dh lhek
ij gksxkA vc loky mBrk gS fd ;fn og laHkkfor {ks=k dh lhek ij mís'; iQyu ys tkrk gS rks mls �� rFkk
�� dk vuqowQyre gy ���������$������� izkIr djus osQ fy, iQeZ dks osQoy ,d gh fcUnq izkIr gksuk
pkfg, tks fd �� rFkk �� dk ,d gh gy nsxkA blosQ fy, mls dksus dk gy �!�����$������� <w¡<+uk
gksxkA vr% bl fLFkfr esa iQeZ mís'; iQyu �� dks lekUrj ifjofrZr djsxhA laHkkfor gy osQ ,d dksus osQ ftl
,d fcUnq dks mís'; iQyu Li'kZ dj nsrh gS] og �� rFkk �� dk ,d vuqowQyre gy gksxkA ;gk¡ fp=k&29-
6 esa � fcUnq ij �� rFkk �� mRikn dk vuqowQyre gy izkIr gksxkA

Lo&ewY;kadu ������������	�
��

cgqfodYih; iz'u �"��������!,�����*��
���
�µ

�� js[kh; izksxzkfeax fdlesa cgqr gh ykHknk;d fl¼ gqvk gS\

��� vFkZ'kkL=k esa ��� foKku esa ��� xf.kr esa ��� jktuhfr esaA

�� vusd lajks/uksa osQ dkj.k okLrfod leL;k,¡ fdl rduhd }kjk gy ugha dh tk ldrha\

��� vody ��� js[kh; izksxzkfeax ��� lekdyu ��� buesa ls dksbZ ughaA

#� dkSu&lh leL;k igyh vkfFkZd leL;k Fkh ftldk js[kh; izksxzkfeax }kjk gy ykxr osQ lehdj.k }kjk
fd;k x;k\

��� /u ��� vkokl ��� vkgkj ��� ikuh

29-3 lkjka'k ���������

• iQeZ dk uoDykfldh fl¼kar rd le; esa ,d ;k nks pjksa dks ysdj fu.kZ;dj.k dh leL;k dk
fo'ys"k.k djrk gSA bldk laca/ ,d le; esa ,d mRiknu izfØ;k ls gksrk gSA

• vkgkj leL;k igyh vkfFkZd leL;k Fkh ftldk js[kh; izksxzkfeax }kjk gy ykxr osQ U;wurehdj.k }kjk
fd;k x;k FkkA

• js[kh; izksxzkfeax vFkZ'kkL=k esa cgqr gh ykHknk;d lk/u fl¼ gqvk gS ijUrq bldh viuh lhek,¡ gSaA
okLro esa] vusd lajks/uksa osQ dkj.k okLrfod leL;k,¡ js[kh; izksxzkfeax rduhd }kjk gy ugha dh tk
ldrhaA

Z3

10

A

(10X + 5X = 50)1 2

G
K

O 5 7
X

10

Product X1

P
ro

d
u

ct
X

2 Z2

6
5
4

Z1

b-constraint

(6K + 7X = 42)1 2

b-constraint

(4X + 10X = 40)1 2

a-constraint

Y

M

fp=k 29-3% js[kh; izk;kstuk leL;k dk fp=ke; izn'kZu
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29-4 'kCndks'k � ��!���
�

• b"V �������
��% okf×NrA

• izeq[k ��������% eq[;A

29-5 vH;kl&iz'u �"�	��!�#��
����
�

1- ykxr dk U;wurehdj.k dh O;k[;k djsaA

2- js[kh; izksxzkfeax dh lhek,¡ fy[ksaA

3- vkxr dk U;wurehdj.k&vkgkj leL;k dk gy izLrqr djsaA

mÙkj% Lo&ewY;kadu ��
����������������	�
��

�� ��� �� ��� #� ����

29-6 lanHkZ iqLrosaQ �$���%���"�����&
�

iqLrdsa 1- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ ;kekus µ izSfUVl gkWy bfUM;kA

2- xf.krh; vFkZ'kkL=k µ ekbdy gSjhlu] iSfVªd okYMjuA

3- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkmQfUly iQkWj bdksukWfed ,tqosQ'kuA

4- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ ekydkWe] fudksyl] ;w-lh- yUnuA

5- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkyZ ih- fleksu] ykWjsUl CyweA

6- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ fleksu vkSj Cywe µ ohok ifCyosQ'kuA

7- ,lsfU'k;y eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ uWV lsMsLVj] ihVj gkeUM] izSfUVl gkWy ifCy-

8- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl ,.M iQkbukUl µ ekfVZu ukeZuA

9- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ esgrk vkSj enukuh µ lqYrku pUn ,.M lUlA
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�0�� �����������	
����
�����������	�3����"�����*��!���
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• ������ �����!�����"�#$�%�������&�����'

• ���!���	��()��������&�����*'

������������������	���
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������	
���������	��������� ���

bdkbZ��	� fleIySDl fof/

(4) vf/Ñr lehdj.k gsrq izR;sd ���5�����≥ 64 rks ;gh iqu:fDr ���������� vuqowQyre gy gSA iqu% ;fn
���5����M�64 (izR;sd vuk/kj lfn'kksa osQ fy,) rc mfpr gy vf}rh; �N�A��� gS vU;Fkk oSdfYid gy
Hkh fo|eku gks ldrk gSA

(5) vkxr lfn'k ������-�L������ rFkk pfyr lfn'k �9������-�L������ dk p;u dj ysuk
pkfg,A

(6) vUr esa] Ñf=ke pjksa dks i`Fko~Q dj ysuk pkfg,A

mnkgj.k 1% fuEu dks fleIySDl fof/ ls gy djsaµ

U;wure ��/ ����5�#���0�;�� ������

tksfd #���5 %���5�����≤ � ������

����5 ���5�����≥�� ����#�

���5�#���5�#���≤�( ����%�

ftlls fd ��4���4��� ≥ 6

gy % loZizFke fuckZ/ksa osQ vlehdj.kksa dh lehdj.kksa esa ifjofrZr djus osQ fy, LySd �$���B� rFkk vkf/D;
�$�����
� pjksa dk iz;ksx fd;k tk;sxkA pw¡fd ;gk¡ rhu fuck/ lehdj.k gSaA vr% rhu LySd rFkk vkf/D;
pjksa dk mi;ksx fd;k tk;sxkA vr% ;gk¡ ��4��� rFkk �� dk lekos'k djus ij nh gqbZ leL;k dks fuEu izdkj
ls n'kkZ;k tk ldrk gSµ

����5�#���0�����0�6���0�6���0�6�� ����(�

tcfd fuck/ fuEufyf[kr gSaµ

#���5�%���5�����0����0�6���0�6���/�� ������

����5����0�����0�6���5����0�6���/��� ����;�

���0�#���5�����0�6���0�6���0����/�( ����>�

lkè; gy dks Kkr djus osQ fy, rF;ksa dks fuEu O;wg :i esa n'kkZrs gSaµ


��/��

;gk¡ ��
�/�7���8�/�7���8

��/�
1

6

X

X

 
 
 
  

�  rFkk ��/����/�

2
11
5

 
 
 
  

vFkok

2
1
5

 
 
 
  

�/�

1 2 3 4 5 6

1

6

3 4 6 1 0 0
2 1 2 0 1 0

1 3 2 0 0 1

p p p p p p
X

X

 
 − −      − −   −  

1- js[kh; iz;kstuk dh izeq[k izes;ksa osQ fy, nsf[k;sµ

��� ������	�����������	��	����
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��� ������	
���������	���������

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

pw¡fd vk/kj O;wg ,dor O;wg �N���"����@� gksuk pkfg, fdUrq Kkr rF;ksa ls ;g laHko ugha gks ik jgk gSA
vr% ,d uohu lfn'k �L�������	 dk lekos'k djuk vko';d gSA blfy, izkjfEHkd vk/kj ��4��	 rFkk ��

gqvkA vr% fuEu lkj.kh fy[kus ij

izFke lkj.kh ������	������

vk/kj lfn'k ��� � �� � � � � �

���	
	������� ��� �� �� �� �� �� �� �� ��

�� � � + �� �� � � � �

�� � �� � 		�� � � �� � �

�� � � � + �� � � � �

�� � � � � � � � �

��	�	�� �� ,+ �� � � � �

;gk¡ mís'; iQyu dk eku

���/ ���/�6

ijUrq bldk U;wurehdj.k ugha gqvk gS] D;ksafd lfn'k �� osQ lanHkZ esa ���5����M�6 gSA vr% �� dks U;wure
djus osQ fy, ge θ dVwrk �θ�����B� dk mi;ksx djsaxsµ

���/ ����0����	�0�(+� ������

���/ 5%���0��	�5#�� �������

lehdj.k ���� dks θ ls xq.kk djus ij

θ���/ 5%θ����0�(�	�/�#θ �� ��������

lehdj.k ����� dks ��� esa ls ?kVkus ij

���/ θ���0����5�%θ�����0�����5�θ���	�0��(�5�#θ���� �������

θ osQ rhu ekuksa 1
2
4��� rFkk 5

3
 esa ls θ = 

1
2
 laca/ eku gSa] vr,o ���� esa θ /�

1
2  j[kus ij

���/ 2 4 7 6

1 21 7
0

2 2 2
P P P P+ + +

/ 2 7 6

1 21 7
2 2 2

P P P= + ������

lehdj.k ��� uohu vk/kj 11 gqvk ftlesa ��4��	 rFkk �� lfEefyr gSA vr% �� osQ LFkku ij �� dk
lekos'k djus ij vxzfyf[kr lkj.kh osQ :i esa fy[k ldrs gSaµ

;gk¡ mís'; iQyu dk eku ���/����/�
3
2

−

;gh okafNr eku gS D;ksafd ���5����O�6

��/��4��4���������;
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bdkbZ��	� fleIySDl fof/

f}rh; lkj.kh ������ 	������

vk/kj lfn'k ��� � �	 
 � � � �

���	
	������� ��� �� �� �� �� �� �� �� �	

�� �+
1
2

3
8 �

6
3 � � � �

�� �
21
3 � 	� � � �+ � �

�� �
7
2

13
12

�
1
6

− 1
4

� � �

��

3
2

− 9
8

�+
9
4

− � � � �

��	�	��

7
8

− �
33
4

− � � � �

mnkgj.k 2% fuEu js[kh; izksxzkfeax leL;k dks gy dhft,µ

vf/dre ��/�(���0�%��

tksfd �����0�����≤ >666

#���0�����≤ :666

ftlls fd ����4����M�6

gy % loZizFke ge lehdj.kksa dh vlekurkvksa dks LySd pyjkf'k;ksa dk lekos'k djosQ nwj djsaxsA vc ge
izfrca/ksa dks fuEu izdkj n'kkZ ldrs gSaµ

�����0�����0�6���/�>666

#���0�����0�6���/�:666

vc ge mijksDr  rF;ksa osQ vk/kj ij fuEukafdr lkj.kh cuk;saxsµ

��	� � � � �

�β -�&*%��� �β β �� �� �� �� θ	.		
Sol.

kY

� ���� �� �� � � � � ����

� /��� �� �� + � � �
9000

3000
3

=

( )j j j jZ C C Y Cβ− = −∑ ∑ �� �� � �
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vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

;gk¡ ge igys iafDr �� dk lekos'k djsaxsA blosQ fy, 6 dk eku Kkr djsaxsA θ dk eku gy esa �� dh lacaf/r
ewY; Hkkx nsdj Kkr dj ldrs gSaµ

θ�/ 8000
8000

1
=

rFkk 6�/
9000

3000
3

=

rRi'pkr~ iafDr �)�'� gh U;wure ewY; dks lekos'k djsaxsA ;gk¡ ,oha iafDr (f}rh; iafDr) dks �ok¡ lfn'k gy
(vFkkZr~ 3) osQ }kjk gVk;saxsA

f}rh; lkj.kh esa loZizFke ge �oha iafDr (igys dh f}rh; iafDr) dks izFke lkj.kh dh f}rh; iafDr osQ ��	��
ls Hkkx nsdj Kkr djsaxsA 'ks"k iafDr;k¡ f}rh; lkj.kh dh u;h iafDr (tks fd ��	�� ls xq.kk djosQ izkIr gksrh gS)
ls xq.kk dj nsaxs vkSj ckn esa mls igyh lkj.kh dh �oha iafDr ls ?kVk nsaxsA ;g f}rh; lkj.kh dh �oha iafDr osQ
ifj.kke dks n'kkZ;saxsA og fLFkfr rc rd nksgjkrs jgsaxs tcfd ���5��� dk eku /ukRed vk tk,A

��	� � � � �

�β -�&*%��� �β β �� �� �� �� θ

� �� �� �� �
4
3 �

1
3

− 15000
4

� +��� �� �� �
2
3 �

1
3

9000
2

����	�� �	�	�
10

4
3

− �
5
3

.	� .	
2
3

−

izFke iafDr osQ fy,

>666 � � � 6

5#666 �
2
3

6
1
2

(666 6
3 1
4 3

−  ?kVkus ij

;g fof/ rc rd nksgjkrs tk;saxs tc ���5��� dk eku ½.kkRed vk tk;saA pw¡fd β izFke iafDr esa U;wure gS
tcfd ���5���-��� osQ fy, ½.kkRed gSA blfy, ge izFke iafDr dks fuEu lkj.kh esa gVk nsaxsA ;gk¡ ��	��
dk eku %F# gS tc ge fof/ dks nksgjkrs tkrs gSaµ
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bdkbZ��	� fleIySDl fof/

��	� � � � �

�β -�&*%��� �β β �� �� �� �� θ

�
1500

4
�� �� � �

3
4

1
4

−

� �� � � �
1
2

− 1
6

���	
	�� � �
1
2

1
6

f}rh; iafDr osQ fy,

+��� �
2
3

�
1
3

���� � � ,
1
2 �

1
6

?kVkus ij

��� �
1
3

1
2

− 1
6

pwafd ;gk¡ ���5��� dk eku /ukRed gSA gy dk LraHk �!����������/�
15000

4
 rFkk ���/�(66 vf/dre

eku iznku djrk gSA

vc 2 dk vf/dre eku izkIr gksxkµ

��/ (���0�%���/�
4 15000

(5 500)
5

×× +

/ �(66�0��(666�/��;(66

mnkgj.k 3- ykHk vf/dre djsa���/�%��0�#�

tksfd ��0�
7
2
��≤ :

���0���≤ >

��0���≤ �

tSls fd��� < �64���≤�6

gy ����������% lcls igys ge lehdj.kksa dks larqfyr djus osQ fy, �$���B�	�������
� dk iz;ksx
djsaxsA�$���B�	�������
 tSls fd .�4�.�4�.��vkfn gSA bu pyjkf'k;ksa dks 'kwU; ls xq.kk dj nsrs gSa] bUgsa rks osQoy
lehdj.k larqfyr djus osQ fy, tksM+ fy;k tkrk gSA tSlsµ

��/�%��0�#��0�/.��/�/.��0�/.��/�!

fleIySDl fof/ }kjk vkjfEHkd lkj.kh
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���������	���������

vFkZ'kkfL=k;ksa dk xf.kr

�����	!

jC
↓

→ � �   

����
� ��� � � 	� 	� 	� ���
�

� �� / �
7
2 � � � /

� �� � � � � � � ←�

� �� � � � � � � �

�� � � � � �

����	�� � + � � �

&� �!�����↑ ;gk¡ &� �+������/�%

uksV % &� ��������/�% gksxk D;ksafd bl vuqikr dk ewY; lcls de gSA

$��������� 1 2 3

7
2

x y s os os+ + + + �/�:

1 2 32x y os s os+ + + + �/�>

1 2 3x y os os s+ + + + �/��

�����	!!

jC
↓

→ � 	 � � �

����
� ��� �  �� �� �� ���
�

� � � �
1
2 �

1
2 � �

� �� � � + �
1
2

− �
5
3

� �� � �
1
2

�
1
2

− � �

�� �� � � � �

����	�� � � � ��

vHkh ���5��� dh ewY; ;k rks /ukRed ���
���	�� esa gS ;k 'kwU; osQ cjkcj ;k deA ge rc rd u;h lkj.kh
cukrs jgsaxs tcfd ���5��� dj lHkh ewY; ;k rks ½.kkRed �C�-���	�� esa ;k 'kwU; esa u vk tk;saA
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Lo&ewY;kadu ������������	�
��

fjDr LFkkuksa dh iwfrZ djsa �+�������,�����B
�µ

�� js[kh; izk;kstuk fof/ esa vlehdj.kksa dh la[;k vf/d gksus osQ dkj.k -------- fof/ vf/d tfVy gks
tkrh gSA

�� dksbZ Hkh gy tks v½.kkRed izfrca/ksa dks larq"V djrk gS] ,d -------- gy dgyk;sxkA

#� dksbZ Hkh laHkkO; gy tks mís'; iQyu dks vf/dre ;k U;wure djrk gS] og -------- laHkkO; gy
dgyk,xkA

%� vlehdj.kksa dks lehdj.kksa esa cnyus osQ fy, vko';drkuqlkj -------- vFkok vkf/D; pj dk iz;ksx
djuk pkfg,A

(� og gy tks v½.kkRed 'krZ dh iwfrZ u djrk gks] rks og -------- gy dgykrk gSA

30-3 lkjka'k ���������

• js[kh; izk;kstuk fof/ esa vlehdj.kksa dh la[;k vf/d gksus osQ dkj.k xzkiQh; fof/ vf/d tfVy gks
tkrh gSA bl fof/ dk iz;ksx nks ;k rhu vlehdj.kksa dh fLFkfr esa fd;k tk ldrk gSA vr% lehdj.kksa
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bdkbZ��	� fleIySDl fof/

dh la[;k vR;f/d gks tkus osQ dkj.k ;qXein lehdj.kksa osQ fy, ,d vU; xf.krh; fof/ dk iz;ksx
fd;k tkrk gS ftls  fleIySDl fof/ dgk tkrk gSA

30-4 'kCndks'k � ��!���
�

• js[kh; �.�����% jSf[kdA

• fof/ �"��,���% fu;eA

30-5 vH;kl&iz'u �"�	��!�#��
����
�

1- laHkkO; gy rFkk vuqowQyre laHkkO; gy ls vki D;k le>rs gSa\

2- fof/ osQ fofHkUu vkx.kuk pj.kksa dks fy[ksaA

3- fuEufyf[kr js[kh; izksxzkfeax leL;k dks gy djsaµ

vf/dre ��/�(���0�%��

�fo"k; ���0�����≤�>666

#���0�����≤�:666

bl izdkj ��4����M�6(mÙkj% vf/dre eku% 17500)

mÙkj % Lo&ewY;kadu ��
����������������	�
��

�� xzkiQh; �� laHkkO; #� vuqowQyre %� LySd (� vlkè;A

30-6 lanHkZ iqLrosaQ �$���%���"�����&
�

iqLrdsa 1- xf.krh; vFkZ'kkL=k µ ekbdy gSjhlu] iSfVªd okYMjuA

2- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkyZ ih- fleksu] ykWjsUl CyweA

3- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl ,.M iQkbukUl µ ekfVZu ukeZuA

4- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ ekydkWe] fudksyl] ;w-lh- yUnuA

5- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ ;kekus µ izSfUVl gkWy bfUM;kA

6- ,lsfU'k;y eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ uWV lsMsLVj] ihVj gkeUM] izSfUVl gkWy ifCy-

7- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeDl µ dkmQfUly iQkWj bdksukWfed ,tqosQ'kuA

8- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ esgrk vkSj enukuh µ lqYrku pUn ,.M lUlA

9- eSFksesfVDl iQkWj bdksukWfeLV µ fleksu vkSj Cywe µ ohok ifCyosQ'kuA
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